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可 < 


本 册 将 以 上 一 册 研 讨 单 元 微 积 分 所 得 之 基础 理论 为 基本 ， 进 而 研讨 
多 元 微 积分 。 一 如 在 上 一 册 的 结语 中 所 提 及 的 ， 在 各 种 各 样 数 理 分 析 
中 所 遇 到 的 问题 ， 通 常 都 是 多 元 、 多 关系 的 体系 而 不 是 只 有 一 个 自 变 
元 者 。 总 之 ， 多 元 微 积分 才 是 普遍 可 用 者 ， 而 单元 微 积分 则 仅仅 是 在 
理论 上 提供 了 简朴 的 维 型 和 基础 。 把 它 进 而 推广 到 多 元 、 多 关系 的 范 
骑 ， 一 来 是 十 分 自然 的 顺理成章 ， 二 来 也 是 迫切 至 需 的 ;这 是 分 析 学 
必然 的 进程 。 


元 函数 的 连续 性 与 微分 


1.1 多 元 有 函数 的 连续 性 


设 W= f(z1)... ,Tn) 是 一 个 给 定 的 nn 个 自 (a 的 函数 ，n 
数组 (z1,... ,zn) 的 变 域 是 R" 中 的 一 个 区 域 D， 而 应 变 元 4 之 值 则 由 n 
数组 (z1,... ,Xn) 之 给 定 而 唯一 确定 者 也 。 它 在 某 一 给 定点 (a1,... ,an) 


的 [局 部 连续 性 」 的 定义 乃 是 在 单元 者 的 直接 推广 ， 亦 即 


【定义 】: 定义 于 吃 上 的 二 f(z1)...yXn) 在 A(a1)... ,an) 点 的 连续 
的 条 件 是 对 于 任 给 ce>0， 恒 有 足够 小 的 6>0 使 得 


[zi—ai|<6,1<i<n, (1,...,Tn) ED 
(ee 
我 们 也 可 以 改 用 数列 与 极限 ， 把 上 述 局 部 连续 性 重 述 如 下 : 
对 于 任 给 DD 中 以 A 为 其 极限 的 点 列 {P.}， 亦 即 
及 (cue Tnk) ED, limzr=0, 1<i<n 
医 有 
Pim ca :smng) = f (01, :1 ) Qn) 
由 此 可 见 f(z1,... ,zn) 在 其 定义 域 D 上 到 处 连续 的 条 件 就 是 对 于 任 
给 DD 中 其 极限 依然 在 DD 中 的 点 列 {PP}， 蕴 有 
lim f(Pi) = f (lim F) 
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亦 即 对 于 任 给 N41 个 数列 {zxix}, l<i<n’ 若 有 


(zig;... ;Tink) ED， lim wip 存在 ，1<i<n 
上 一 oo 
而 且 (lim Zi，lim vnx) ED 
一 oo 上 一 co 
则 恒 有 
lim f(zig;::. ,Tng) = f(lim vip)..., lim vng) 
大 一 co 大 一 co 大 一 co 


[ 注 ] : (i) 从 上 述 多 元 函数 的 连续 性 的 定义 的 基本 面 (basic feature) 来 看 
， 多 元 函 ee 略 ， 只 是 每 个 变 元 Zi 惨 有 
其 趋 于 ai 的 数列 {zik} ， 所 以 在 上 述 连续 性 的 条 件 式 中 涉及 nn 个 收 铅 
a 


(ii) 其 实 多 元 的 连续 性 和 单元 的 连续 性 两 者 相 比 ， 前 者 的 确 要 比 后 者 
来 得 复杂 多 样 ， 其 主要 原因 有 二 : 其 一 是 R" 中 的 区 域 D 要 远 比 民 中 
的 区 间 多 样 得 多 ; 其 二 是 上 述 极限 条 件 式 要 比 单元 者 强 得 很 多 (在 单 
A 右 两 个 方向 去 逼近 其 极限 值 

但是 在 多 元 的 情形 则 可 以 从 无 穷 多 个 方向 逼近 其 极限 点 ) ， 所 以 多 

函数 的 不 连续 性 要 远 比 单元 函数 的 不 连续 性 复杂 多 样 。 由 此 可 以 想 
可 ， 在 多 元 的 数理 分 析 中 ， 和 连续 性 就 变 得 更 加 重要 了 。 很 多 常用 好 用 
的 公式 和 定理 ， 往 往 都 有 赖 于 所 涉及 的 函数 的 连续 性 ! 


(iii) 多 元 函数 的 连续 性 在 本 质 上 是 一 个 非常 强 的 条 件 ， 但 是 它 也 是 
一 种 非常 自然 的 条 件 。 所 以 在 很 多 多 元 的 数理 分 析 问 题 中 ， 所 涉及 的 
函数 往往 都 自然 而 然 地 在 大 部 分 定义 域 上 连续 。 总 之 ， 在 对 于 某 一 问 
题 作 数理 分 析 中 ， 对 于 其 所 涉及 的 函数 的 连续 性 成 立 的 范围 务必 小 心 
检查 ; 而 在 连续 性 不 成 立 的 地 方 ( 奇 点 ) ， 当 然 就 得 格外 有 用心， 另行 
设法 区 别处 理 之 。 


(iv) 单元 微 积分 中 ， 在 一 个 闭 线段 上 到 处 连续 的 函数 具有 好 些 优 良 
的 基本 性 质 (参看 第 四 册 第 一 章 ) ， 而 且 它 们 又 在 单元 微 积分 的 基础 
理论 中 扮演 重要 的 角色 。 很 自然 地 我 们 在 此 要 问 : 在 多 元 的 各 种 各 样 
变 域 中 ， 究 竟 那 些 才 是 『 闭 线段 」 的 适当 推广 呢 ? 换 句 话 问 ， 在 那 一 
种 变 域 上 到 处 连续 的 多 元 函数 依然 保有 在 闭 线段 上 到 处 连续 的 单元 函 
数 所 具有 的 那些 优良 性 质 呢 ? 
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【分 析 】 

要 解答 上 述 问 题 ， 自 然 又 得 对 于 上 一 册 第 一 章 对 于 那些 优良 性 质 的 
论证 ， 再 做 一 次 温 故 知 新 ， 分 析 一 下 在 论证 中 ， 所 用 到 的 财 线段 的 本 
质 究 竞 是 些 什么 ? 不 难看 到 下 述 三 点 是 显然 必要 的 : 其 一 是 有 界 性 ， 
其 二 是 连通 性 而 其 三 则 是 极限 封闭 性 ， 亦 即 闭 线段 中 的 任 给 收敛 数 列 
的 极限 点 依然 位 于 其 中 。 

由 此 可 见 ， 要 真正 掌握 多 元 函数 的 连续 性 ， 就 必须 对 R" 中 的 区 域 
的 几何 本 质 先 下 一 番 功 夫 ， 明 确 其 有 界 性 、 连 通 性 、 极 限 封闭 性 等 等 
的 实质 内 含 。 

有 界 性 : 将 RR 中 一 个 子 集 6 的 有 界 性 直接 推广 ， 即 得 R" 中 的 一 个 子 
集 S 的 有 界 性 之 定义 ， 即 : 存在 一 个 足够 大 的 及 使 得 所 有 S 中 之 点 
a a 


例如 下 述 n- 维 方块 : 


人 
本 身 乃 是 R" 中 的 一 个 有 界 子 集 ， 而 任何 有 界 子 集 都 是 足够 大 的 口 " (2K) 
一 个 子 集 是 也 。 


连通 性 : 设 {oi 的 ;1<i 和 1 万 是 定义 于 [a,0|] 上 的 n 个 连续 函数 ， 则 
参数 式 


Ti=pit) 1<i<n 

所 第 者 有 是 中 这 结 A 四, ,210) 和 Be rn) 的- 

连续 曲线 。 
> : 若 R" 中 的 子 集 S， 其 中 任 给 两 点 人 吾 凡人 完全 包含 在 
S 之 内 的 连续 曲线 连结 之 ， 则 称 之 为 连通 子 集 。 
极限 封闭 性 : R" 中 的 子 集 S， 若 满足 其 中 任 给 收 伍 点 列 的 极限 点 依然 
是 S 中 之 点 ， 则 称 S 为 R" 中 的 一 个 闭 子 集 (close set)。 

例如 上 述 口 V (2K) 是 一 个 闭 子 集 ， 但 将 其 中 任何 一 点 略 去 ， 则 就 不 
再 是 闭 子 集 了 了 


相对 于 闭 子 集 ， 下 述 开 子 集 (open set) 也 是 在 分 析 学 中 极为 基本 的 
概念 ， 即 
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【定义 】: 对 于 给 定点 A(a1,...,an) 和 6>0， 
Us(A) := {(z1;... ,Kn); [ti—ai| <o0,1<i<n} 
叫做 4 点 的 0- 邻 域 (6-neighborhood)。 
【定义 】: R" 中 的 子 集 6， 若 对 于 其 中 任 给 一 点 A 芽 有 其 (足够 小 的 ) 
6- 邻 域 Us(A) CS， 则 称 S 为 一 开 子 集 。 
注意 : 空 集合 应 该 看 做 开 子 集 (或 闭 子 集 ) 的 特例 。 


令 


WORK) := fc zi [vil < K,1<i<n} 

则 不 难 验证 口 *(2K) 乃 是 Rn" 中 的 开 子 集 。 

【习题 】: 

(1) 任 给 一 组 闭 子 集 的 交集 也 是 一 个 闭 子 集 ， 而 任 给 一 组 有 限 个 开 子 
集 的 交集 也 是 一 个 开 子 集 ， 试 证 之 。 


(2) 任 给 一 组 开 子 集 的 和 集 也 是 一 个 开 子 集 ， 而 任 给 一 组 有 限 个 闭 子 
集 的 和 集 也 是 一 个 闭 子 集 ， 试 证 之 。 


(3) 试 证 一 个 开 子 集 的 补 集 乃 是 一 个 闭 子 集 。 
(4) 试 证 一 个 闭 子 集 的 补 集 乃 是 一 个 开 子 集 。 


(5) 令 f(x,y) 为 定义 于 RR? 的 二 元 函数 : 


0， (2 y) 二 (0, 0) 
试验 证 f(z,y) 在 (0,0) 点 连续 。 


> 
er (x, y) # (0,0) 


(6) 令 f(z,y) 为 定义 于 有 R? 的 二 元 函数 : 
TY 
To Fe (x,y) # (0, 0) 
0， (z,y) = (0, 0) 
试验 证 f(z,Vy) 在 (0,0) 点 不 连续 。[ 试 把 f(x,y) 局 限于 变 域 Z=Y 
， 并 求 当 x 一 0 时 其 极限 。|] 


(6) 令 f(z,y) 为 定义 于 朴 ? 的 二 元 函数 : 


XY 
reg- {Er (z,y) A (0, 0) 
. EU 


问 f(z,y) 在 (0,0) 点 是 否 连续 ? 


(8) 设 f(z1,... ,Zn) 和 g(zi1,... ,Tn) 是 两 个 同一 变 域 D 上 到 处 连续 的 
艾 数 ， 试 证 


(9) 试 证 任 给 nn 元 多 项 式 函 数 都 是 Rr 上 到 处 连续 的 号 


(10) 设 f(z1,... ,zn) 是 一 个 连通 的 区 域 D 上 到 处 连续 的 函数 。A, BP 是 
DD 中 任 给 两 点 ，c 是 介 于 f(A) 和 JIB) 之 间 的 值 。 试 证 万 中 总 是 
存在 一 点 书 使 得 FLP)=c。 [单元 函数 中 间 值 定理 之 推广 ] 


(11) 设 万 是 下 "中 一 个 有 界 、 连 通 闭 子 集 而 Flzi ,Zn) 是 万 上 到 处 
连续 的 函数 。 试 证 其 函数 值 所 构成 者 乃 是 及 中 的 一 个 闭 线段 ( 亦 
即 月 ! 中 的 有 界 、 连 通 闭 子 集 是 也 ) 。 | 提示 : 参考 上 册 第 一 章 中 
[定理 1.2] 和 代数 基本 定理 的 证 明之 中 |f(z) 上 在 口 (2K) 上 的 极 小 值 
之 存在 性 之 论证 。| 


(12) 届 
Uf (DI) ll<i<m 
都 是 DD 上 的 连续 2 而 Y 二 9(Ui;... ,Um) 则 是 Rm 上 的 连续 疗 
数 。 试 证 复合 有 函 疼 
= g(fi(x), fo(X),... ,fm(X)), X= (2 ,Tn) 
也 是 刀 上 的 连续 函数 。 
(13) (思考 题 ) 试问 应 该 如 何 定义 由 R" 中 的 一 Rm 中 的 
ee 当 的 定义 之 下 ， 连 续 映 射 的 组 
合 应 该 还 是 连续 映射 ， 试 说 明之 。 
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1.2 ”多 元 郊 数 的 微分 


归根 究 底 ， 一 个 单元 函数 y= 二 f(7X) 在 z+ 二 a『 可 微 」 的 实质 就 是 在 该 
点 的 微小 5- 邻 域 上 ，f(z) 具有 一 个 线性 远近 (linear approximation) (2) 
( 亦 即 f(z)-l(z) 在 足够 小 的 6- 邻 域 上 是 一 个 高 于 一 阶 的 微量 )， 它 就 是 
FO) +O)(z 一 QD) ;而 y=f(Q)+ 了 (a)(z 一 a) 也 就 是 y= f(z) 在 (a, 了 (0) 
点 的 切线 方程 式 。 由 此 可 以 想到 ， 一 个 多 元 函数 y 一 f(z1,... ,zn) 在 
A(a1... yan) 点 可 微 的 定义 也 就 是 它 在 4 点 的 一 个 足够 小 的 8- 邻 域 ， 
Us(4), 上 具有 一 个 线性 区 近 ， 亦 即 


【定义 】 :车 存在 一 个 线性 函数 


L(t1,... ,2n) = fa 0n) + 2 ci(wi — 0) 


1 
Ds = ai)? 


在 0 一 0 时 的 极限 值 为 0 9 则 称 fF (RBIs , Tn) 在 Al(ai,... , Qn ) 点 是 
可 微 的 (differentiable)。 


[ 注 ] : 若 上 在 4 点 可 微 ， 则 三 必须 在 该 点 连续 ， 其 证 明 留 作 习题 。 


当 我 们 把 上 述 可 微 性 的 条 件 式 局 限 到 xz; 二 qi, 2 i<n, 的 特殊 情形 
之 下 ， 它 就 简化 成 单元 函数 f(T1,a2,)... ,an) 在 Xi 二 al 点 的 可 微 的 条 件 
式 。 再 者 ， 由 此 易 见 上 述 线性 逼近 中 的 系数 cl 必须 等 于 f(z1,a2,... ,an) 
在 Z1 二 al 点 的 变 率 。 同 理 cs 必须 等 于 f(ai,z2,a3)... ,Qn) 在 X22 二 a2 
点 的 变 率 ,..., cn 必须 等 于 f(aqi)... ,an tmzn) 在 Jr 三 an 点 的 变 率 。 


BC EE AD A OT eH | Ee 


偏 微 分 的 定义 与 符号 : 设 Vi 的 单元 函数 f(a1,... ) Qi 一 1 Tiy QiT1) , Qn ) 
在 Xi 二 a; 点 可 微 ， 则 其 在 该 点 的 变 兴 定义 为 函数 f(z1,...,Tn) 在 


A(a1,... ,Qan) 点 对 于 Zi 的 偏 导数 (partial derivative)， 将 以 符号 
记号 之 ， 亦 即 


CilAa 
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总 结 上 述 简短 的 讨论 ， 即 有 下 述 可 微 性 的 一 个 必要 条 件 ， 即 
【 引 理 1】: 若 f(zx1,... ,zn) 在 A(ai1,... ,an) 点 可 徽 ， 则 它 在 A(ai,... ,an) 
点 对 于 Zi 1 之 i 之 n, 的 偏 导数 淖 存 在 ( 亦 即 其 定义 的 极限 存在 ) ， 而 
且 它 在 A 点 邻近 的 线性 带 近 就 是 
of 


Oz; A 


(Xi — ai) 


(x1;... ,Tn) = f(a1,... ,Qn)+ 
2 一 | 
[ 注 ] : (i) 一 般 来 说 ， 上 述 n 个 偏 导 数 的 存在 ， 只 是 可 微 性 的 必要 条 件 
(并 非 充 要 条 件 ， 见 下 面 的 例子 ) ! 

(i) 把 偏 导 数 高 | ,有 定义 之 点 的 值 逐 一 纪录 ， 即 得 另 一 个 nn 元 函数 
( 其 定义 域 可 能 要 比 f(z1,... ,zn) 的 变 域 要 小 些 ) 称 之 为 f 对 于 zi 的 
偏 导 函数 ， 将 以 符号 外 记 之 。 

(iii) 由 一 个 给 定 函 数 f(z1,... ,zn) 去 求 它 的 各 个 偏 导 函数 型 的 计算 
叫做 偏 微分 (partial differentiation)， 它 本 质 a es 微分 
， 只 是 在 计算 吕 时 ， 除 了 zi 之 外 的 (n 一 1) 个 变 元 都 要 当做 国定 不 变 
的 常 数 来 看 待 。 总 ， 偏 微分 运 莫 实 万 原先 业已 熟 习 的 单元 函数 的 微 
分 ， 亦 即 那 个 只 ,让 z 变动 而 其 他 (n 1) 个 变 元 则 都 普 且 国定 不 动 ， ， 如 
此 简化 而 得 的 单元 函数 的 微分 是 也 。 读 者 只 要 稍 作 练习 ， 即 可 充分 党 
担 oo 


[上 网 于 全 
LY 
J EW (x,y) # (0, 0) 
0 (x,y) = (0, 0) 
则 由 偏 导 逻 数 的 定义 即 可 求 得 
Ox (0,0) 40 h hs30 hh 
of 人 
Ovy (00) 220 h no0 hi 


Re se 0) 点 不 连续 ! 由 此 可 
， 若 只 是 要 求 偏 导 函数 的 存在 是 不 足以 用 来 有 效 研讨 问题 的 。 若 要 
0 数 的 连续 性 ! 
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在 单元 微 积分 中 ， 当 导 函 数 〈 或 高 阶 导 函数 ) 也 具有 连续 性 时 ， 均 

nn 

分 中 ， 偏 导 函 数 的 连续 性 就 变 得 更 加 重要 和 必要 了 。 有 鉴于 此 ， 在 
，，，”， 我 们 总 是 设 所 涉及 的 函数 的 定义 域 是 
一 个 开 子 集 万 ， 而 且 它 所 涉及 的 偏 导 函数 (或 高 阶 偏 导 函数 ) 也 都 是 
万 上 的 连续 函数 。 首 先 ， 偏 导 函 数 的 连续 性 足以 保证 原 给 函数 的 可 微 
性 ， 即 : 


[定理 1.1]】: 设 f(z1,... ,zi) 的 偏 导 菠 i 
Se 
线性 逼近 为 
9 
和 天 区 


证 明 : 先 证 n 一 2 的 情形 ， 而 一 般 情形 的 证 法 其 实 是 和 nn 一 2 者 完 
全 相同 (只 是 叙述 和 符号 上 稍 加 繁复 ) 。 用 单元 的 均值 定理 ， 即 得 


f(z1, Z2) 一 fla1, a2) 
二 (fe Z2) 一 f(ai, )】 书 (fa Z2) 一 fla, o)) 


0 
2 
再 由 所 设 之 过 和 就 的 连续 性 ， 即 有 


OF 
OX1 A 


f(z1, 72) 一 fla1, az) = ( 


+ a) (on -a)+( 这 ， + 62) (2 一 a2) 


而 且 当 (Zi za) 下 (41,42) 时 ，e1, sa 一 0。 由 此 易 见 


2 -70 es 
(2 a1) O72 (22 a2) 


a A 


(21 — Qa1)? + (x2 — a2)? 


<lel+le2|—0 


至 此 不 难看 出 ， 上 述 证 法 是 可 以 直截了当 地 推广 到 n 是 一 般 的 情形 的 
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。 先 将 f(zi,... ,Zn) 一 f(Q1,... ,Qn) 改写 成 n 个 差 之 和 ， 即 


(fle1, 2,... ,Tn) 一 f(a1, 7Z2 i)) 
十 人 , Tn) 一 f(a1, a2, 7Z3， jh)) 


十 


十 (Fla... ,Qn_1; Tn) — f(a1,... ja cn) ) 


然后 再 对 于 每 个 差 运用 单元 的 均值 定理 和 各 个 偏 导 函数 的 连续 性 即 可 
证 得 。 


全 微分 和 Leibnitz 符号 : 

关于 多 元 有 函数 的 微分 ， 当 年 Leibnitz 所 采用 的 符号 既 简 洁 又 好 用 ， 
这 也 就 是 现在 大 家 所 通用 者 : 

当 Zi1I<X1IX 7 是 自 变 元 时 ， 我 们 用 dzi 表示 它 的 一 个 任 给 的 微小 
[| 增 量 ] 亦 即 设想 自 变 元 Vi 由 Qi 改变 为 Qi + dx 8 在 上 述 变 动 之 下 
，f(z1,... ,tn) 所 相应 的 『 增 量 」 万 是 : 


Af = /al+adzi ,an 十 azn) 一 aan) 


在 f (sss ; Bh) 满足 上 述 [ 定 理 1.1] 的 条 件 时 9 则 ] Af 有 其 局 部 线性 各 近 
， 我们 将 以 符号 中 | ， 表示 它 ， 即 

i 
Ws 


i=1 
称 之 为 /在 4A 点 的 全 微分 (total differential of f at A)。 
在 本 质 上 ， 每 个 dzi 乃 是 一 个 取 值 微小 的 自 变 元 ， 所 以 上 述 中 | ,万 
是 {dzxiyl 达 i<n} 这 n 个 微小 的 自 变 元 的 一 个 齐 线性 函数 。 再 者 ，AA 
万 是 f(X1,... ,Zn) 的 变 域 D ( 设 其 为 开 子 集 而 斌 ,1 <i<n, 都 在 D 上 
到 处 连续 ) 任 给 一 点 。 由 此 可 见 ， 上 述 全 微分 当 4 点 在 万 中 任意 变动 
时 ， 实 乃 下 述 2n 个 变 元 的 函数 ， 即 {xi} 和 {dx;} 


df = > BD dzi 
i=1 


10 


As 
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他 对 于 {dei} 这 吕 个 撤 小 变 元 来 说 ， 总 是 六 线性 的 ; 它 也 就 是 一 个 也 
上 到 处 可 微 的 函数 f(z1， 


. ,Wn) 在 各 处 的 局 部 线性 逼近 的 总 体 表 述 
求 f(x,Yy) = ez cosby 的 全 微分 


,的 人 的) 
Oy 
= (ae®” cosby)dzr — (pe sin by)dy 
接著 ， 让 我 们 来 看 一 看 复合 函数 的 全 微分 
设 f(W1,... ,Um) 是 Wj,1<j<m, 的 元 数 而 每 个 u; 则 是 0 0 
Tiy 1 i<n, 的 函数 ， 即 wj = gj(z1)... ,Tn)， Be 
的 条 件 ， 亦 即 证 9 都 是 在 一 个 并 的 定 叉 减 万 上 到 处 


Ouj’ Oi 续 者 。 
在 妃 中 任 取 一 点 ( 


UIs wp) 及 其 任 给 全 邻近 一 点 (Z1 十 QZT1， 
， 令 


【例子 】 


. ;Zn 十 QZn) 


Au; 一 gj1(2Z1 后 QZ1， 号 


. ,Tn 十 QZn) 一 91(21) 
Af ee f (ui1 十 和 Au 0 


Tn), 1l1<j<m 
‘Um + Aum) 一 oa， 


.Um) 
其 中 Uj ed ,Tn 


), 1 之 j<m。 和 | 定理 1.1] 的 证 明 中 同样 的 计算 ， 
即 可 用 均值 定理 和 所 涉及 的 偏 导 函数 的 连续 性 得 出 


O 
> (BE 二 sj Au 
和 人 Vi 一 六 ($2 wri , Tn) 十 jd 


ee 
人 Af 在 (zi1,... ,Xn) 的 局 部 线性 逼近 万 是 
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所 以 ， 在 算式 上 来 看 ， 一 个 (一 阶 ) 连续 可 微 的 函数 f(ti,.…. ,tm) 的 
全 微分 ， 不 论 其 变 元 是 自 变 元 或 是 因 变 元 ， 恒 有 


0 
(+ 0 Sa 
j=1 “1 


[ 注 ] : 把 上 式 中 以 duj = 了 21 于 dzwi 代入 ， 即 得 


2 一 1 Oz; 
OF 0 
# = (站 于 ) 


由 此 可 见 复合 函数 f(gi (Zz1;... Tn) ;gm(7T1;... ;Xn)) 对 于 x; 的 偏 导 有 函 
数 党 也 就 是 上 述 表 式 中 azi 的 系数 ， 亦 即 


这 也 就 是 对 于 复合 函数 求 其 偏 导 函数 时 的 Chain Rule。 总 之 ， 上 述 
(连续 ) 可 微 函 数 一 以 贯 之 的 全 微分 公式 业已 自然 而 然 地 把 Chain Rule 
包含 于 其 中 。 再 者 ， 在 多 元 数理 分 析 中 ， 全 微分 才 是 真正 有 用 的 主角 
， 偏 导 函 数 的 计算 万 是 求全 微分 的 表 式 中 的 系数 函数 者 也 。 而 且 在 实 
际 的 计算 中 ， 只 要 逐次 去 求 所 涉及 的 变 元 的 全 微分 (而 它们 都 可 以 用 
(*)- 式 一 以 贯 之 ) ， 然 后 只 要 再 用 展开 、 集 项 等 简单 的 代数 运算 ( 亦 即 
分 配 律 ) 即 可 得 其 所 求 。 
【例子 】: 令 f= f(z,y), 7X 二 7cos0,y 二 7sin0, 其 中 {7,0} 是 相互 无 关 
的 自 变 元 。 则 有 
of OfOx Of Oy 三 到 而 
Or OroOr Oy Or Oz 
of ofox Ofoy of 
D0 0 WN or 


os0) 十 Gin 0) 


一 (一 7 sin0) 十 A cos0) 


上 述 等 式 即 可 解 出 
of of of, 1 
De (c D+ (sn 
of of of ,1 
人 Br (sn) + ores0) 
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方向 导数 (directional derivative) : 


假如 我 们 把 f(z1,... ,zn) 的 自 变 元 限制 到 其 变 域 DD 中 的 一 条 可 微 参 
数 曲 线 7Y， 亦 即 
7y: {zi= pi(t), 1 <i<n} 


则 有 qz = yp!(t)at 


ee 


We 


亦 即 复合 函数 f(gp1(t),. i 变数 的 导数 乃 是 


再 者 ， 设 {Qi 二 pi(0), 1 <i<n) 是 小 的 起 始点 坐标 ， 则 


df| of 


t=0 


pi(0) 


A 


叫做 f(z1,... ,zn) 在 4 点 对 于 7 的 初速 方向 的 方向 导数 ， 仅 仅 和 7 的 
初速 方向 v = (yp1(0),... ,V4(0)) 有 关 。 我 们 将 以 D,f|， 表示 之 ， 亦 即 


Df|, 3 > Ox 
i=1 a 


其 中 vi 乃 是 在 4 点 的 速度 向 量 v 的 分 量 。 
[ 注 ] : f 在 4 点 的 可 微 性 也 是 必须 的 。 例 如 ， 令 


Di 
A 


XYy? 
f(z y) 22 十 了 (x,y) 去 (0,0 
0 X,Yy) 去 (0,0 
Be OF of 
则 易 证 一 三 0 = 。 但 是 当 Ee 二 + 时 ， 
Br 人 的 四 gp1(t) gp2(t) 
(21(0) p2(0)) 三 (1,1) 而 且 
dp Pal) i 0] 
at ji t—>0 t 
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显然 在 这 个 情况 


df (Pp1(t), p20)) 
dat 


【 习题 】 
(1) 试 证 若 f 在 4 点 可 微 ， 则 f 必需 在 A 点 连续 。 


(2 


a 


试验 证 上 一 节 习 题 (5) 中 的 连续 函数 f(z,y) 在 (0,0) 点 不 可 微 。 


(3) 求 下 述 函 数 的 全 微分 


(1) f(z,y,2) = 2 ++ 二 20Yy + 222 + 2Yyz 
Gi) f(x,y,2) =1l0g(2? + +2)， 0+ 人 + >0 
(ii) f(x,y) = sinxcosy 
(a 
eg 0 
由 信 7= Jrz+ 网 ， 试 证 1 下 -下 =01 
(5) 设 p 的 为 一 阶 连 续 可 微 函 数 。 令 flz,g = Zn2( 二 )， 试 验证 
Of of 
te md 
pk YB 有 :上 


在 单元 微 积 分 中 ， 泰 勒 公式 说 明了 一 个 局 部 高 阶 连 续 可 微 的 单元 函 
数 具 有 多 项 式 函 数 的 局 部 癌 阶 逼近 。 同 样 的 ， 一 个 高 阶 连续 可 微 的 多 
元 函数 也 具有 其 多 元 多 项 式 函 数 的 局 部 高 阶 逼 近 。 这 也 就 是 我 们 接著 
所 要 研讨 者 一 一 泰勒 公式 的 多 元 推广 。 它 也 就 是 多 元 微分 学 中 的 高 阶 均 
值 定理 。 


【定义 】 : 设 菜 一 给 定 多 元 函数 f(zx1,... ,Zn)， 不 但 其 偏 导 函数 {就 } 
都 是 在 其 ( 开 的 ) 定义 域 D 上 到 处 连续 ， 而 且 它 们 的 偏 导 西 数 到 入 - 


2 (他 ), 1 < 之 i,j 之 n, 也 都 是 在 D 上 到 处 连续 ， 则 称 上 为 D 上 二 阶 连 


Oj Oxi 
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续 可 微 的 函数 。 再 者 ， 若 所 有 二 阶 偏 导 画 数 [eg] 也 都 是 在 中 上 到 
处 连续 可 微 ， 则 称 f 为 上 三 阶 连 续 可 微 的 函数 。 以 此 逐步 推进 ， 若 
Us % 数 在 D 上 都 是 到 处 连续 ， 则 称 f 为 D 上 及- 阶 连 


续 可 微 的 函 

首先 ， 0 和 有数 到 大 和 让 放 是 有 可 能 在 某 些 点 
0 ee (名 下 面 例 子 ) 。 但 是 在 到 让 和 
沦 和 都 是 到 处 连续 的 情形 ， 则 它们 在 每 点 之 值 恒 相 等 ， 亦 即 两 者 万 是 
上 的 同一 个 骂 函数 ， 即 下 述 引 理 
【 引 理 2】: 若 区 友和 下 后 在 刀 上 都 是 到 处 连续 ， 则 它们 用 是 万 
上 的 同一 个 函数 。 

证 明 : 因为 在 求 偏 导 函 数 这 所 1， 除了 zi 和 zj 之 外 的 其 
他 变 元 都 是 暂且 固定 不 变 的 ， 
的 情形 验证 之 ， 而 亿 让 则 为 {f1,2}。 效 证 之 如 下 : 

对 于 万 中 任 给 一 点 (z1,7T2) 和 足够 小 的 (hh, 有 )， 由 均值 定理 ， 即 得 

f(z1 十 h, X92 十 k) 和 f(x1 十 h, xX2) 一 f (x1, 7Z2 十 k) 十 f (zx1, T2) 
= hp (zt+0oh) [0(7)= f(z,z2 +k)— f(r,z2)] 
ey + Oh i + Oh, zx2)| 
= Be ;2 De! ; LX2 
= hk 0 十 bz 十 入 人， 0<00<1 
gzzgzi Ll ,2 ) Pe ss 
同 理 也 可 以 说 明 存 在 适当 的 0<0,0% <1 使 得 
f(z1 十 h, X92 十 k) 二 f(z1 十 h, xX2) 二 f (x1, 72 十 k) 十 f (x1, x2) 
Qf 
1 1072 
亦 即 存在 适当 的 0 < 0,0',01,VW 之 1 使 得 
of @ 
OZ2071 OZ 1072 
由 此 可 见 ， 当 于 六 和 到 轩 连续 的 情形 
ge 
OTX2O071 区 OZ1072 


一 一 一 (Zi 局 01h, X2 十 Oh) 


(21 趟 0 X2 十 Ok) = 二 一 一 (Z1 十 01h, X2 十 Ok) 
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因为 它们 分 别 是 前 述 等 式 两 端 在 h,k 一 0 之 下 的 极限 值 。 


[ 注 ] : 在 [ 引 理 ?中 二 阶 偏 导 数 函 数 的 连续 性 的 条 件 是 需要 的 。 试 考虑 下 
述 定 义 于 民 的 函数 /zy : 


ZU(22 一 2 
f (x,y) = | et (A (0 0) 


2 2 
0， (Z;2) 三 (0, 0) 
则 当 (z,y) 关 (0,0) 时 ， 易 求 得 : 
Of 
Bz|,, (22 十 72)2 
of 7 4 ry 
OV em 0 
另 一 方面 ， 当 (z,y) = (0,0) 时 ， 由 偏 导 数 的 定义 极限 式 易 求 得 如 | 0 = 
— of o 
0= a 由 此 可 见 
2f a | 5/p4 
3 9 9 Oy Oy p°/h 
f A = lim 一 wo ou -lim / =1 
OZOV 00.0) Ox \Ovy (0,0) 0 h h=0 Hh 
类 似 地 ， 亦 可 算得 
of 一 1 
OyOx (0,0) 
lg 风 叫 沪 02 02 
所 以 一 般 来 说 0 站 3 


【例子 】 : 设 f(x,y) 为 二 阶 连续 可 微 函 数 。 令 二 rcos0, yy = 一 7rsnb 
其 中 7,0 为 相互 无 关 的 独立 自 变 元 。 试 验证 

Of 0 Of 10f 10f 

Orz? Oy Or? ror 7?00 


解 : 先 求 一 阶 偏 导 函数 呆 ， 2 : 


Dr 00 
of of of . 
Dd 
of of of 
0 or ay” 
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再 求 二 阶 偏 导 有 函数 
bf 8bf sr 881 


Oy 
Or2 Br or a 
of Of O(cos0) Of . Of O(sin0) 1 Ox 
= 过 ce。 Or Or eo ud Oy Or 反 


+ 这 二 EC A 1 2 


OYOXx i: Oy Ovy Oy? Oy Oy Dr 
Of 2 of., Of. 
a 2 2 
D7 cos“ 0 By: sin“ 0 十 De sinQ cos0 
of of 
四 :四 se 
其 中 用 上 了 Bd Bo 


y 
O(cos0) Or OlcosO)Oy Olcos0) 
Ox Or Oy Or 0r | 


O(sin0) Or OlsinO)Oy osing) 


Ox Or Oy Or Or 


同 理 


Pf _ 900f gz , 00f 0 


一 丙 ( 丽 ) 砚 二 页 (页 ) 页 


四 of Of of of 0f Pf lv 
-| 二 + 起 | 声 +1-- Or | By fr) 吕 


0 Of Of ,. 
2 (r“ sin Wt cos” 0) 2 singcosb 
Of of 
| rsinO) — 57(7 cos0) 
由 此 可 见 
2 ps 2 2 
a pi a 


Dr2 7r200 O72 Of 7 by Ox 
FE 


DZz2 Oy* 7Or 
即 得 所 求证 者 。 
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设 f(z1,... ,zn) 是 一 个 开 子 集 轧 上 的 _ 阶 连 续 可 微 翅 数 ，A(Q1,... ;an) 
和 B(a1 十 dx1,... ,an+dzn) 是 其 中 取 定 的 邻近 两 点 ， 而 且 连 结 4, 局 两 
点 的 直线 段 完全 位 于 刀 之 内 ， 亦 即 对 于 所 有 0<t<1 


(Qa1+ tdzi,... ,ant+tdrn) ED 


令 了 (tj = f(a 十 tdzi,... ;Qn 十 tdxn) (因为 a; 和 dxi; 都 是 取 定 之 常数 ， 
所 以 它 乃 是 一 个 tt 的 单元 函数 ) ， 不 难看 到 F(t) 是 在 [0,1] 上 有- 阶 连 
续 可 微 的 。 所 以 ， 我 们 可 以 直接 用 单元 的 泰勒 公式 得 


f(a1 + dri,... ;Qn+t drn) = PF(1) 


= FOO + POO) + SF (0 +...+ 


(ET 


1 
人 


由 此 可 见 ， 我 们 只 要 去 计算 (0), Fe (0) 和 PW)(0) 即 可 得 出 多 
元 k- 阶 连续 可 微 取 数 的 泰勒 公式 ， 例 如 


0 
me I 


而 FP”(0) 等 等 的 逐步 计算 其 本 身 乃 是 一 个 自然 的 好 习题 。 

【习题 】 

(1) 设 Flzy2z) 为 二 阶 连 续 可 微 函 数 。 令 六 = psingcosp)y = psinbsin p， 
2 一 0cos0, 其 中 p, 0,op 为 相互 无 关 的 独立 自 变 元 。 试 验证 


of of of _0f ,20 10f cos0 Of 1 Of 


Bn On no Do Vn 


[提示 : 先 把 自 变 元 (X,Yy,2z) 转换 为 (7,9,z)， 其 中 x = rcosy， 
y= 二 7sin@， 由 例题 结论 即 得 
of Of of of 10f 10f 02f 


Ox? Oy O02 Or ror r200 02 


然后 再 用 7 = psin0, $= ,z= 二 pcos0 转换 上 述 等 式 右 方 。| 


基础 分 析 学 之 二 


函数 的 连续 性 与 微分 


MS' 


二 第 一 章 ， 多 


(2) 试验 证 在 上 面 多 元 泰勒 展开 式 中 


(3) 试 写 出 下 列 函 数 在 (0,0) 点 的 泰勒 展开 式 (直到 二 阶 微量 为 止 ) : 


G) f(z,Y) =sin(z + 
(ii) f(x,y) = ey 
(iii) f(%,Y) = es cosy 


多 元 多 关系 的 微分 


在 上 一 章 中 ， 我 们 讨论 了 多 元 函数 的 连续 性 与 微分 。 一 个 在 某 个 开 
子 集 上 连续 可 微 的 函数 f， 它 的 全 微分 df 简洁 地 总 括 了 它 在 
每 点 的 局 部 线性 允 近 。 这 就 是 一 个 连续 可 微 函 数 用 微分 法 去 分 析 之 所 
得 的 总 体 和 精 要 。 再 者 全 微分 的 计算 用 来 用 去 就 是 


"0 
() # = 5 Hd 

i=1 J 
的 逐步 运用 和 用 代数 分 配 律 的 展开 、 集 项 ， 是 十 分 简朴 、 易 算 、 好 用 
的 。 它 是 多 元 微分 的 初步 与 基础 。 


但 是 在 各 种 各 样 数 理 分 析 中 所 遇 到 的 问题 ， 通 常 帮 是 多 元 而 且 多 关 
具有 多 个 函数 关系 相互 关连 著 。 例 如 三 角形 的 三 边 边 长 和 三 内 角 角 度 
及 其 正弦 、 杀 纺 定律 ; 一 个 球面 上 各 点 的 三 个 坐标 和 它们 所 满足 的 方 
程式 等 等 。 本 章 将 进而 研讨 这 种 多 元 、 多 关系 的 数理 体系 在 微分 分 析 
上 的 基础 理论 。 其 要 点 在 于 隐 有 函数 定理 、 坐 标 变换 和 定义 在 这 种 体系 
上 的 极 值 问题 。 
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2.1 隐 冰 数 定理 


设 有 人 风 个 变 元 和 = (Zi;72 ;Zn) 在 xo 点 之 邻 域 之 内 满足 一 组 函数 
关系 : 


(x) {fi(x)==0,1<i<m<n}， (所 一 阶 连 续 可 微 ) 
试问 在 什么 条 件 之 下 存在 著 上 述 0 部 「[ 解 函数 组 ] ? 它 将 其 
中 m 个 变 元 (不妨 设 为 Zi ,zm ) ， (n 一 m) 个 变 元 (不 炉 
i 
Xi 二 pi(Tmt+1 SS i Pi(Tm+1,0) 各 江 , Tn,0) 一 Vi,0 
使 得 
fi Cp pr Cp go l1<i<m 


在 (Zmflo ,Zn0) 的 适当 邻 域 内 恒 等 于 0。 

在 f(x) =0,1<i<m, 都 是 线性 方程 这 种 最 为 简单 的 情形 ， 亦 即 
站 都 等 于 常数 的 情形 ， 则 显然 有 熟知 的 代数 条 件 式 ， 即 当 (常数 行列 
式 ) 


fb, i 70 
OZ1 OZm 
(2.1) : |#0 
fm ,,, fm 
OZ1 OZm 


时 ， 存 在 唯一 的 线性 解 函 数 刀 =LC(zmrD Zn 1 之 i 和 <mo。 人 往 和 后 我 们 
将 用 Jacobi 所 创 的 符号 以 


(22) O(X1,... ,Tm) 人 a ) 
| oa(fi, ;hin) 一 Of 
O(T1,... ,Tm) |xo 2 Oz; (xo) 
这 类 由 一 阶 偏 导 也 数组 成 的 行列 式 通称 之 为 Jacobians。 在 一 般 的 上 
， 若 
oO(fi,... jfii) 
a 
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则 原 方 程 组 { 记 二 0} 在 xo 点 的 局 部 线性 逼近 方程 组 


0 
加 Oz; 


X0 j=1 J 


(kxo) dfi 


(Xo) dr;, dzj = (zy 一 2Z70) 


具有 下 述 唯一 线性 解 函 数 


(2.4) 0 
7]=m+l1 
其 中 
O(fi,... fe) 
oO(... 有 
2.4/ Cii 一 一 0 
1 
D(21， jh) x0 


【 隐 却 数 定理 】: 设 {jGoj,1<i<m] 在 za 的 邻 域 尼 为 一 阶 连续 可 微 


， 而 且 Oy dr) 关 0， 则 方程 组 
O(z1,... yr) a 


(x) fi(x)=0, 1<i<m 
存在 一 组 唯一 的 连续 ( 局部) 解 函 数 


(*) Xi 二 pi(Tma+1, i ,这 0i(Zm1.0， , Ln,0) 二 Xi,0 


户 (P Pm Tmily Tn), 1l1<i<m 


在 (zmi10)... ;Tn0) 的 适当 邻 域内 恒 等 于 0。 再 者 ，{pi,l1 之 i <m} 都 
是 一 阶 连续 可 微 者 ， 而 且 


Of fn) 
和 % Os 3 Ty ) 
(*) 人 2 
Of , fn) 7 i<m 
O(z1, i) 
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证 明 : 我 们 将 先 证 m==1 的 情形 ， 然 后 归纳 地 论证 其 一 般 的 情形 。 


二 : 亦 即 由 E(x 0) 关 0 论证 2Z1 = Wi(T2,... ,Tn) 之 存在 性 。 由 所 设 
全 阶 连续 可 微 性 和 名 (xo) 天 0， 只 要 [x -xo| 足够 小 ， 恒 有 
of 


ofi Ne 
法 罗 | > 引 强 Go (人 类 为 4 


of 
wax{ | 下 


这 县 
亦 即 [zj; 一 270| < 0， 0 足够 小 9 由 一 阶 均值 定理 » 即 有 


(2.5) 


2<j<n) < 


(2.6) 六 让 党 了 Ge = + — zj0) 


若 将 (zl 一 zi0) 分 别 取 用 土 eo ;而 将 6 取 成 小 于 7 TR ， 则 由 (2.6)- 式 
用 (X10 十 20;X) 和 fi(z1,0 一 E0,X) 弄 号 
所 以 由 中 间 值 定理 和 单调 性 即 有 唯一 的 x1 = W(X) 使 得 
fi(Wi(Xx), x)=0 
再 者 ， 由 和 A 广 =0 易 见 W(X) 一 阶 可 微 而 且 


5 X)dwi 十 hy X)dr; =0 
ee 
, a 
坟 d= 一 》 Bd; 
72 (W(x), X) 
V1 


一 般 情形 的 归纳 论证 : 

亦 即 上 归纳 假设 定理 在 m -1 时 业已 成 立 ， 推 论 其 在 m 时 也 成 立 
。 不 妨 设 组 (xo) 头 0。 由 上 述 之 所 证 ， 存 在 册 (%) 使 得 加 (Xo) = zio， 
fi(wi(x), x) 三 0° 令 


gi(X) = fi(Vi(X),X), 2<i<m 
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即 有 
Og; Of om 0f oj 村 Ofi 
Ox; Or: bzj Or; Oxi 当 Oz; 
由 此 可 见 
oO(fi, fo,..., fn) 和 Ofi 0O(g2,... , Gm) 
me ta = .2 Sm 
O(z1, To2,... ,Tm) (hi (Ko) No) Ox: OO(z2,..., Tm) (hi (Ko) Ko) 
所 以 
O(g2, i , Gm) 
O(z2,... J ) Ge 
由 归纳 假设 ， 存 在 唯一 的 一 组 连续 函数 
人 二 和 


使 得 gi(p2,... ; Pm; Lm+t1l) , Tn) 三 0， 而且 pi 都 是 一 阶 连续 可 微 者 2 


0(g2,... , Gm) 
2 - 3 O(g2, ,Ym 0 
D(Z2，... 和 


令 0 三 切 (po PmTmtly.……yTn) ， 不 难 验 证 {gi;,1 之 i<m} 即 为 所 
求证 者 。 
注意 : 上 述 证 明 仅 仅 论 证 其 解 函 数 的 唯一 存在 性 。 一 般 来 说 ， 除 非 在 
极为 简单 的 方程 组 (例如 线性 方程 组 ) ， 这 种 唯一 存在 的 解 函 数 是 无 
法 求 得 其 明确 表达 式 (explicit expressions) 的 。 所 以 它 乃 是 由 方程 组 所 
唯一 确定 的 隐 函 数 (implicit functions)。 但 是 这 组 隐 函 数 的 线性 逼近 式 
却 又 是 有 (x) 这 种 简明 的 表达 式 者 。 这 里 ， 青 一 次 说 明 微 分 法 ( 亦 即 
线性 逼近 ) 的 妙 处 与 用 场 。 


总 之 ， 隐 有 函数 定理 态 是 一 个 概念 性 的 基本 定理 。 让 我 们 再 用 几何 观 
点 来 对 于 隐 兄 数 定理 的 内 含 作 一 剖析 : 
(i 设 有 (xX) 是 开 子 集 思 上 的 连续 可 微 函 数 ， 则 条 件 式 f(x) = 0 所 描述 者 
， 帮 是 万 中 的 一 个 (n 一 1)- 维 子 集 ， 通 常 称 之 谓 超 曲面 (hypersurface)。 


基础 分 析 学 之 


外 
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设 X0 是 其 上 一 点 ( 即 有 fi(xo) = 0 ) 而 且 Ea 


Me ay 


有 一 非 零 ， 则 
wa 
j=1 7 lxo 
万 是 R" 中 过 xo 点 和 向 量 (和 | 让 |。……， 溃 |。) 重 直 的 那个 超 平面 


A 
[ 注 ] : 通常 我 们 把 上 述 法 向 量 叫 做 所 在 xo 的 梯度 向 量 (the gradient 
vector of fi at Xo)， 并 以 符号 VHi 表示 之 。 


(说 隐 函 数 定理 的 条 件 式 ， 亦 即 存在 有 1< 计 <ib<...<im <n 使 得 
O(fi,..., fn) 


O(zi, 二 , Ti ) x0 


其 几何 意义 乃 是 它们 的 梯度 向 量 {Vi ,1 < i < m} 是 线性 无 关 
的 (linearly independent)。 所 以 它们 在 xo 点 的 切 平面 的 交集 乃 是 一 个 
(n 一 m)- 维 的 平面 ， 亦 即 那 个 过 xo 点 而 且 和 {VH 1 i 之 ml} 都 重 直 
的 (n 一 m)- 维 平面 [通常 把 这 种 交 截 叫做 超 曲 面 {fi(x) = 0,1 之 i<m} 在 
Xo 点 横 截 (transversal intersection)] 。 

(ii) 隐 函 数 定 理 的 几何 意义 就 是 证 明了 : 若 m 个 超 曲 面 互 相 横 截 于 x0 
和 其 交集 在 xo 点 的 邻近 万 是 一 个 (n 一 m)- 维 曲面 ， we 

适当 的 ( 一 m) 个 坐标 为 参数 ， 把 其 条 的 m 个 坐标 表达 为 前 者 的 函 

( 亦 即 所 证 之 隐 遂 数 ) 。 


(iv) 往 和 后 我 们 称 这 种 横 截 的 交点 xo 为 这 种 多 元 多 关系 所 描述 的 子 集 的 
规则 点 (regular point)， 隐 遂 数 定理 保证 了 规则 点 的 局 部 具有 上 述 简单 
的 参数 表达 。 其 所 用 的 (n 一 m) 个 坐标 也 就 可 以 作为 所 给 子 集 在 规则 点 
邻近 的 数理 分 析 的 自 变 元 。 


#0 


2.2 坐标 变换 
设 {fi(X),1 i 和 <n} 是 n 个 一 阶 连续 可 微 的 nn 元 函数 。 若 


oO(fi,... ,fn) 


O(z1,... ,Tn) 2 


XxX 
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对 于 所 有 |X 一 Xo| < 6 之 点 左 成 立 ， 仿 
大 三 万 (X)， 1l1<i<n 
而 且 把 它们 看 成 下 述 n 个 27 变 元 之 方程 组 ， 即 


F(x,y)= fi(X)—%=0 1<i<n 


则 有 
O08 
OT sy Tn) 87Zn)| 
由 隐 却 数 定理 ， 可 知 唯一 存在 y 的 总 数组 
Ti = pily) 
使 得 Fi(p1,... ; Pn; Yl, ,Yn) = 卢 (21) ,Pn)— Yi 三 0 
亦 即 


{zi= pi(y)} oo {yi = f(x)} 
是 相互 确定 的 互 逆 函数 关系 。 再 者 ， 不 难 验 证 
'- 


{ 0O(fi,... , fn) 
y O(X1,... , Tn) 


O(p1, A , pn) 
O(y, rn , Yn) 


【 例 一 】: 极 坐标 (7,0) 与 稍 氏 坐标 (x,V) 


T=7rcos0 1/ 
/一 rsinO 
dx 三 cosgsboar 一 rsSin0Oad0 (7, 0) 
dy = sin Odr + 7r cos 0d0 了 


OUz,y) 


O(7,0) 


cos0 —rsing 6 
由 一 > 
SinO rcosb 


[图 2_1 ] 
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【 例 二 】 :球面 坐标 (p;,00) 与 箭 反 坐标 (zh2) 


T= psingcosw 
y = psinQsiny 
z= pcosl 


sinOcoswp pcecosOcoswp 一 0DSin0sin wp 
Te Sin0sinwO pcosOsinp psinbcosy 
(p06, 9) COS 0 —psing 0 


= 02sinb0 


[图 2-2] 


【 例 三 】: 设 (wy yn); (Vy... Yn) 和 (zw1)... ,Xn) 是 三 种 可 以 相互 
变换 的 局 部 坐标 系 ， 亦 即 


O(u1,... ,Un) O(V1,... ,Yn) 
一 和 0， 一 天 0 
Be 


(在 某 一 邻 域 中 到 处 不 为 零 ) ， 则 有 


Ors sn) OU ss Uy) OVisraes Yi 
DZ Tn) OV. Wn) DZ ,Tn) 


-A OY; ; 


i 
将 dy; 的 表 式 代入 du; 的 表 式 中 ， 即 得 


到 人 OXk 


k=1 


dy; 
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ou \ /Ou; Ooj 
Ori) \Ovy; OZ 
所 以 由 行列 式 乘 法 公式 即 得 


On) 
(zi Zn 


由 此 即 有 


Dui 
Ozk 


Ou; | Oy; 
OY; Oz 
0O(u1,... ,Un) | O(y1,... ,Yn) 
OV) Ol ssn) 


2.3 极 大 ， 极 小 的 微分 条 件 式 
设 y 二 f(x) 在 xo 点 是 局 部 极 大 (或 极 小 )， 即 


f(xo) > f(x) (或 f(x1) < f(x)) 


对 于 所 有 |x xo| <e (适当 小 的 正 数 ) 尼 成 立 。 若 f(x) 在 上 述 邻 域 一 
阶 可 微 ， 则 显然 有 下 述 必要 条 件 ， 即 


0 
区 co)=0 l1<i<n 


再 者 ， 若 f(x) 在 上 述 邻 域 二 阶 可 微 而 且 二 次 型 


a xO) 


是 正定 (或 负 定 ) 的 ， 即 在 & 不 全 为 零 时 恒 取 正 (或 负 ) 值 ， 则 f(xo) 
乃 是 局 部 极 小 (或 极 大 ) 值 


述 简明 的 结果 乃 是 Taylor 均值 定理 的 直接 推论 。 


现在 让 我 们 进而 研究 一 个 一 阶 连 续 可 微 函 数 y = f(x) 其 中 变 元 
x 二 (zi,... ,zn) 在 xo 邻近 并 非 自 由 变动 ， 而 是 局 限于 菜 些 条 件 式 之 下 
的 极 大 、 极 小 的 必要 条 件 。 设 所 给 的 附加 条 件 式 是 


(*) gi(xX)=0, 1<i<m 
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而 且 存 在 zi,,... ,Xi 使 得 


O(g1;,... ,gm) #0 (为 了 便于 和 叙述 ， 不妨 设 7 0) 


DZi .. » Vim) |xo D1) rm) Jo 


一 种 自然 的 想法 是 用 隐 兄 数 定理 把 上 述 问 题 归于 原先 那 种 不 含有 局 限 
条 件 的 情形 ， 其 具体 做 法 如 下 : 


令 Ti 二 pi(Zmil)... ;Tn), 1 之 i<m, 是 由 局 限 条 件 式 {gi(x) = 0,1 < 
i 之 m} 所 唯一 确定 的 隐 函 数 。 用 来 代入 yy 二 f(x)， 即 得 


y= f(p1,... ; Pm; Lm+1) +: , Tn) = (pe , Tn) 


它 万 是 文 = (Zr 2Zn) 在 2 =(zmnrlo yzn0) 邻近 (mn 一 m) 个 自由 
变 元 的 函数 ， 所 以 它 在 Xo 点 取 极 大 或 极 小 的 必要 条 件 万 是 
DPF 
(xo) Be m+l<j;<n 
亦 即 


Opi ,~ of 
一 一 三 1 < 7<< 
汪 C3 (Ko) 十 (x0)=0, m+l<j<n 


而 其 中 on 1 之 i<m} 则 是 下 述 线性 方程 组 所 唯一 确定 者 也 ， 即 


名 mn- 站 可 区 得 mm- 1 
2 J 
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Lagrange 指出 ， 上 述 代 数 条 件 式 可 以 想 成 是 下 述 含有 参数 入 的 代数 方 
程 组 

O O 
( 太 区 Go+ 型 oj)=0 1<sisn 
用 第 一 式 解 得 X， 代 入 其 父 (n 一 1) 式 者 也 。 其 实 ， 在 一 般 的 情形 ， 我 
们 可 以 引入 m 个 参数 {和 Aj,1 i<m}， 则 下 述 方程 组 


0 0 0 
(#) (FFA Ng) = SL + DN 0 l<i<n 


O(g1, 


可 以 用 前 面 mn 式 解 得 {和 61 < 大 区 轴 } (因为 5 :gj (x0) 天 0) ， 代 
O(T1,... ,Tm) 


入 其 徐 (n 一 m) 式 之 所 得 也 就 是 (x)。 亦 即 方程 组 (##) 和 方程 组 { (x), (x)} 
其 实 是 代数 等 价 者 也 。 这 也 就 是 Lagrange's method of multipliers. 兹 总 
结 如 下 : 

【定理 】(Lagrange) : 设 f(x) 和 {gi(x),1 <h<m} 都 是 一 阶 连 续 可 微 
， 而且 存 在 ( 订 ,... ,iim) 使 得 


则 f(x) 在 局 限 条 件 {gx(x) =01 芝 5 芝 之 下 ， 在 xo 点 取 极 大 或 极 
小 值 的 必要 条 件 是 


f O 
(#) Oz: Ai Oxi 


其 中 {Xk,1 和 上 <m} 是 待定 参数 。 
[一 般 来 说 ， 上 述 含有 待定 参数 的 条 件 式 (#) 总 是 比 原先 用 隐 函 数 的 想 
法 所 得 者 {(), (x)} 要 来 得 简朴。] 

下 述 是 它 的 一 个 简单 但 是 具有 基本 重要 性 的 应 用 。 
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【例子 】 : 设 (ai;) 是 一 个 对 称 方 阵 ， 亦 即 aij 一 Qjii。 令 


Xl1 宣 
f(x) 3 (21， 站 全 有 , Tn) (ai : >， Qij Tidj 
0 2,7=1 


De 
i%=1 


则 f(x) 在 g(x) = 0 的 局 限 条 件 之 下 的 极 值 问题 的 Lagrange 必要 条 件 式 
乃 是 


1 0 
(#) Do 一 入 9) = (Qi — Mi)Ti = 6(X)=0, 1<i<n 


>》 xz2 一 TI=0 
其 中 617 在 1 尖 7 时 为 零 ，1= 了 时 为 1， 而 入 则 是 一 个 待定 参数 。 因 为 
{(#)i,l i 和 <n} 是 齐 线性 的 ， 所 以 只 有 在 其 系数 行列 式 |aoij 一 A6i;| = 0 
时 ， 才 能 有 非 零 解 ， 而 (#)n+l 显然 要 求 x 关 0。 由 此 可 见方 程 组 (#) 
中 的 待定 参数 入 必须 是 方 阵 (aij) 的 特 币值， 亦 即 


j=1 


lai; — Mij| = 0 


的 根 。 再 者 ， 设 入 是 一 个 特征 值 ，xo 是 它 的 一 个 单位 长 特征 向 量 ， 亦 
即 


{i(xo) 一 >_ (0 eS M0ij Tj,0 二 0 


j=1 


也 
[xo = > oo=1 
7=1 
也 


n n 
2 
一 > Xi,oli(X0) 二 > Qij Ti,0T7,0 一 入 > Xi0 二 0 
2 一 1 


27 一 1 i=1 
一 f (xo0) 一 入 
由 此 可 见 f(x) 在 单位 超 球面 上 的 极 大 (或 极 小 ) 值 万 是 (qij) 的 特征 
值 中 的 极 大 (或 极 小 ) 者 是 也 ! 而 其 所 相应 的 单位 特征 向 量 也 就 是 单 
位 超 球面 上 达成 f(xo) 极 大 (或 极 小 ) 值 之 点 。 
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【推论 】 : 二 次 型 Q(x) 一 eh ij Tidj (ai 一 aji) 是 正定 ( 或 负 定 ’ 或 
不 定 ) 的 充 要 条 件 是 其 特征 值 都 是 正 的 〈 或 负 的 ， 或 有 正 、 有 负 的 ) 。 


【习题 】 : 求解 下 列 有 局 限 条 件 的 极 值 问题 : 
(1) 求解 下 列 有 局 限 条 件 的 极 值 问 题 : 
i 条 御 二 22 二 2 
(i) fz... 375) = om， 条件: 7 友 -1=0p>1 
(2) 试用 (1)(ii 之 结果 ， 证 明 当 ai,b,1<i<n, 为 非 负 实 数 ，p,g>1 
满足 5 十 了 二 1 时 有 
DD 
Gi) {Dot bi)?} < (并 ao) + (5H) 


SI 
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在 多 元 、 多 关系 数理 体系 的 分 析 中 ， 我 们 要 用 到 各 种 各 样 的 积分 如 
线 积分 、 面 积分 、 体 积分 、 多 重 积 分 等 等 ， 以 及 它们 之 间 的 相互 关联 
。 在 它们 的 研讨 中 ， 当 然 要 用 到 各 种 维 数 的 定向 体积 (oriented volumes 
of various dimensions) 的 有 效 计 算 与 相互 关联 。 因 此 ， 高 维度 量 几 何 中 
的 基本 定理 一 一 高 维 匀 股 定理 一 -和 把 它们 妥 为 组 织 而 成 的 代数 体系 
一 一 Grassmann 代数 一 一 乃 是 多 元 积分 理论 的 几何 基础 和 精简 好 用 的 代 
数 工具 。 


在 各 种 各 样 的 几何 量 中 ， 长 度 乃 是 一 切 的 基本 ， 其 他 如 和 角度、 面积 
、 体 积 等 等 都 可 以 由 所 涉及 的 长 度 加 以 确定 和 计算 。 其 实 ， 这 也 就 是 
定量 几何 学 的 基础 理论 的 主要 部 分 。 在 基础 几何 学 的 第 五 章 中 ， 我 们 
把 欧 氏 度量 几何 的 基础 理论 ， 精 简 、 优 化 成 向 量 代 数 来 加 以 表达 ， 把 
几何 的 基本 定理 转化 成 向 量 运算 的 运算 律 。 例 如 关于 长 度 、 角 度 的 基 
本 定理 一 一 名 股 定理 一 一 就 转化 、 优 化 成 简洁 、 有 力 的 内 积分 配 律 。 本 
章 将 把 该 章 对 于 三 维 欧 氏 几 何 的 研讨 ， 推 广 到 一 般 的 n 维 欧 氏 几何 。 


3.1 向量 代数 与 平行 体 的 有 向 体积 


宗明 义 ， 一 个 n 维 欧 氏 空间 中 的 平移 构成 一 个 民 上 的 n- 维 向 量 
空间 。 其 长 度 同样 的 满足 名 股 定理 ， 所 以 也 可 以 同样 地 定义 内 积 ， 满 
足 同样 的 运算 律 。 本 节 将 以 这 样 一 个 具有 内 积 的 民 上 nn 维 向 量 空 间 为 
出 发 点 ， 研 讨 各 维 平行 体 的 有 向 体积 (oriented volume)。 
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3.1.1 平面 的 定向 与 平行 四 边 形 的 有 向 面积 


一 条 直线 有 两 个 相反 的 方向 ， 所 以 其 定向 乃 是 取 定 其 一 为 正 向 ， 而 
一 个 有 向 线段 AB 的 有 向 长 度 的 正 负 则 取决 于 它 的 方向 和 取 定 之 正 向 
的 同 异 。 在 二 维 的 情形 ， 一 个 平面 上 有 两 个 相反 的 角度 的 转向 ， 所 以 
其 定向 乃 是 取 定 其 一 为 正 的 转向 ， 而 一 个 由 其 上 两 个 向 量 a b 所 张 的 
平行 四 边 形 //(a,b) 的 有 向 面积 的 正 、 负 则 取决 于 由 a 转向 b 的 角度 
Za;b) 之 正 负 。 如 [图 3-1| 所 示 ，//(a,b) 的 有 向 面积 : 


(3.1) A(a,b) = |al : |b| .sin Za,b) 


O 


[ 图 3-1 ] 
再 者 ， 在 平面 上 选取 正 向 的 笛 氏 坐标 系 ， 令 a=-0O4 和 b=0 方 的 坐标 
( 亦 即 4， 已 的 坐标 ) 分 分 另 别 是 (x1, Vi) 和 人 则 有 


Z1 三 |alcosaw，W=|alsina 

ee 
4(a,b) = |allb|sin(8 ~ a) 

= lallbl(sin Bb cosa — cosp sina) 

Z1 Yl 


二 TX1Y2 — LX2Y1 一 
ZX2 Y2 


a i A 
以 上 述 公式 还 可 以 改写 成 下 述 形式 ， 即 


(3.2") Ala,b). A(le,, ey,) = 


aer a.ey 
b .ez b.e, 


上 述 公 式 是 否 可 以 推广 成 一 般 情 形 呢 ? 亦 即 


Al(a,b). A(c, d) 


?la:c a:d 
bc b.d 
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此 事 不 难 再 用 (3.2)- 式 结合 行列 式 的 乘法 公式 验证 之 ， 即 
4(ab) .A(c,d) = HR. 1 
LZ2 Y2 U2 12 
(3.3) 可 > Yili U2 
2 Y2 V1 v2 
旦 Z121 十 Y1v1 2Z122 十 Y1v2 ac a.d 
XoU1 十 22V1 222 十 22712 bc hb.d 


3.1.2 三维 空间 的 定向 和 平行 六 面体 的 有 向 体积 


接著 让 我 们 进而 探讨 三 维 空间 应 该 如 何 定向 ? 易 见 在 平面 上 两 个 同 向 
的 有 序 正 交 基 总 可 以 由 其 一 旋转 到 其 另 一 ， 但 是 央 向 的 两 个 则 不 然 。 设 
{a,b,c} 和 {a/,b',ci} 是 空间 的 任 给 两 组 有 序 正 交 基 。 允 见 我 们 可 以 通 
过 一 个 以 和 a, a 都 重 直 的 轴 的 适当 旋转 (rotation) Ri 使 得 Ri(a) 二 a 。 
因此 {Ri(b), Ri(c)} 和 {b/',c'} 用 是 位 于 和 a/ 垂直 的 平面 中 的 两 组 有 序 
正 交 基 。 若 它们 同 向 ， 则 有 一 个 以 a' 为 轴 的 适当 旋转 Rs 使 得 


RoR1 (a) 一 R,(a’) 一 a, R» Ri(b) 一 b'， RoR1 (c¢) 一 [ey 


亦 即 有 旋转 的 组 合 RpRi， 它 把 {a,b,c} 分 别 映 射 到 {fa',b',c}。 由 上 述 
讨论 不 难看 到 ， 空 间 两 组 同 是 右手 型 (或 同 是 左手 型 ) 的 正 交 基 是 可 以 
有 旋转 的 组 合 相 互 映 射 的 。 但 是 各 别 是 左 、 右 手 型 的 两 组 正 交 基 则 无 法 
有 这 种 相互 映射 。 由 此 可 见 ， 三 维 空间 的 定向 万 是 在 上 述 二 类 有 序 正 
交 基 中 取 定 其 一 为 正 向 者 是 也 (例如 通常 约定 取 右 手 型 者 为 正 向 ) 。 


同样 地 ， 有 序 的 三 个 线性 无 关 的 向 量 组 也 可 以 分 成 左手 型 和 右手 型 
， 所 以 对 于 业已 选 定 何 者 为 正 向 型 之 后 ， 一 个 有 序 的 三 个 向 量 {a,b,c} 
se， ( 且 以 //(a,b,c) 记 之 ) 的 有 向 体积 的 正 负 也 就 取决 

于 它 是 否 和 选 定 者 同属 一 型 。 我 们 将 以 符号 V(a,b,c) 表示 /(ab,c) 的 
有 向 体积 (oriented volume)。 不 难 验 证 V(a,b,c) 具有 下 述 几 何 性 质 : 


1. 当 {a,b,c} 是 正 向 正 交 基 时 ，V(a,b,c)=1: 
2. V(ayb,c) 是 其 向 量变 元 的 人 儿 对 称 函 数 ; 


3. V(ka,b,c)= kV/(a,b,c):; 
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4. V(a+Bb+7yc,b,c)=V(a,b,c)e° 
性 质 1 是 显然 的 。 性 质 2 则 是 因为 定向 的 正 负 在 两 个 向 量变 元 对 换 下 
变 为 其 反 向 。 

如 [图 3-2] 所 示 ， 在 >0( 或 及 <0) 时 {ka,b,c} 和 {a,b,c} 同 


向 (或 异 向 ) ; 而且 //(ka,b,c) 和 //(a,b,c) 具有 同样 的 底面 ( 亦 即 
//(b,c) ) 而 前 者 的 高 乃 是 后 者 的 | 有 |- 信 。 


再 者 ， 如 [图 3-3] 所 示 ，//(a 十 bb 十 Ye;,b,c) 和 //(a,b,c) 的 底面 都 
是 //(b,c)， 而 前 者 的 顶 面 乃 是 将 后 者 的 顶 面 在 两 者 所 共 在 的 平面 作 一 
滑动 ， 所 以 两 者 是 同 高 而 且 同 向 者 也 。 这 也 就 说 明了 性 质 4 (通常 把 上 
述 变 形 叫 做 斜 切 (shearing)， 所 以 性 质 4 也 就 叫做 斜 切 不 变性 (shearing 


invariance) ) 。 


[ 图 3-3 


[ 注 ] : 在 基础 几何 学 的 第 五 章 中 ， 我 们 业已 用 x- 积 说 明了 V(a,b,c) = 
a: (bxc)= det(a,b,c)。 但 是 在 这 里 我 们 将 直接 用 上 述 有 向 体积 的 基本 


基础 分 析 学 之 二 


3.1， 向 量 代 数 与 平行 体 的 有 向 体积 37 


性 质 去 证 明 V(a,b,c) = det(a,b,c)。 因 为 这 种 证 法 可 以 直接 推广 到 高 维 
， 证 明 高 维 有 向 体积 也 都 是 高 阶 行列 式 。 其 实 ， 我 们 所 要 论证 之 点 ， 
仅仅 是 下 列 引 理 。 
【 引 理 1】:V(ai+az,b,c)=V(ai,b,c)+Vl(as,b,c) 
证 明 :不 妨 设 b,c 线性 无 关 。 因 为 在 b,c 线性 相关 的 情形 ， 上 式 三 
项 都 显然 等 于 0， 所 以 0=0+0 当 然 成 立 。 
令 e 是 重 直 于 //(b,c) 的 单位 法 向 量 ，{e,b,c} 组 成 三 维 空间 的 一 组 
基底 。 令 
al 二 ale 二 Dib+yc， as = Qe bob + Yc 
由 性 质 3,4 即 有 
Ta 十 a2， b, C) V((a 上 Q2)e, b, C) 2 (ad 二 a2)V (e, b, C) 
Vl(ai,b,c) = V(aie,b,c) = alV(e,b,c) 
V(az,b,c) = V(ae,b,c) = ooV (le, b,ce) 
由 此 即 得 
V (a * a2， b, c) 二 V (al b， c) V (az,b, c) 
【推论 1】 :Vl(a,b,c) = det(a,b,c).: det(e;,e,,e;) = det(a, b,c) 
[因为 V(a,b,c) 业已 满足 det(a,b,c) 的 所 有 特征 性 质 。| 
【 推论 2 】 : V (ai, a2, a3) V (bi, b>, b;) 


al:b: al:. by al.bs 
az .bi az .b2 ao .bs 
as .bl as. by as .bs 


现在 让 我 们 再 来 研讨 一 般 的 - 维 子 空间 中 的 定向 和 k- 维 平行 体 的 有 
向 体积 。 由 上 面 对 于 一 、 二 、 三 维 的 讨论 ， 我 们 可 以 看 出 ， 一 个 欧 氏 
空间 之 中 的 [定向 」 和 其 保 长 变换 之 间 的 关系 如 下 ， 即 : 

(i) 定向 在 最 为 基本 的 反射 对 称 之 下 互 换 ， 所 以 定向 乃 是 在 那 种 由 偶 
数 个 反射 对 称 组 合 而 成 的 保 长 变换 之 下 保持 者 也 ; 

(ii) 因为 任何 两 个 反射 对 称 的 组 合 不 是 平移 就 是 旋转 ， 所 以 易 见 由 所 
有 偶数 个 反射 对 称 之 复合 所 构成 之 子 集 〈 子 群 ) 乃 是 连通 的 (connected); 
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(过 ) 一 个 &- 维 欧 氏 空间 中 的 所 有 正 交 坐标 系 和 其 中 所 有 正 交 标 架 
(orthonormalframes) 显然 成 一 、 一 对 应 。 两 个 正 交 坐标 系 (或 正 交 标 架 ) 


之 间 存 在 著 唯一 的 保 长 变换 将 其 一 映射 到 其 另 一 。 若 这 个 唯一 存在 的 
保 长 变换 乃 是 偶数 (或 奇数 ) 个 反射 对 称 之 复合 ， 则 这 两 个 正 交 坐标 


系 ( 亦 即 正 交 标 架 ) 具有 同样 的 ( 相 骨 的 ) 定向 。 

(iv) 不 难 验 证 ( 用 归纳 法 )， 任 给 一 个 空间 非 正 交 的 标 架 都 可 以 用 
适当 的 斜 切 变形 (shearing deformations) 把 它 变形 成 互相 正 交 者 ， 然 后 
只 要 把 它们 和 逐一 乘 以 其 长 度 之 倒数 ， 即 可 变形 成 一 个 正 交 标 架 。 定 向 
(orientation) 乃 是 在 上 述 这 种 变形 之 下 保持 者 也 。 


总 结 上 述 几 点 ， 可 见 一 个 k- 维 欧 氏 空间 的 定向 ， 乃 是 在 其 上 正 交 标 架 
的 两 个 等 价 类 之 中 取 定 其 一 为 正 向 ， 其 另 一 则 为 负 向 。 再 者 ， 非 正 交 的 
标 架 之 定向 乃 是 等 同 于 它 在 (iv) 中 描述 之 变形 所 得 的 正 交 标 架 之 定向 。 
由 此 即 定义 了 一 个 定向 的 - 维 欧 氏 空 间 之 中 的 有 - 维 平 行 体 //(ai,... ,ax) 
的 有 向 体积 (oriented k-dim volume)， 我 们 将 以 V(ai,...,ax) 记 之 。 再 
者 ， 这 样 定 义 的 V(al,...,ap) 显然 也 同样 具有 一 如 在 三 维 情形 的 四 个 
基本 性 质 ， 及 其 推论 一 -[ 引 理 1]。 所 以 也 有 下 述 重要 公式 ， 即 


【定理 3.1】 :一 个 定向 h- 维 欧 氏 空间 中 的 h- 维 平行 体 //(ai,... ,ax) 
的 有 向 体积 V(ai,... ,ap) 具有 下 述 基 本 公式 ， 即 


V (a1,... , ag) 3 det (a1,... ,ap) ( 亦 


ej| ) 
(al; , ak) :V(bi,... , bj) 一 


ai bj 


其 中 {ei,... ,ex} 是 一 个 任 选 正 向 正 交 标 架 。 
上 述 [定理 3.1] 业 已 在 天 = 1,2,3 时 详 为 说 明 ， 其 归纳 论证 则 留 作 习题 。 


3.2 ”向 量 内 积 与 名 股 定理 的 高 维 推 广 


向 量 内 积 和 勾 股 定理 是 密切 相关 的 。 内 积 的 定义 植 根 于 色 股 定理 ， 
而 内 积分 配 律 则 是 匀 股 定理 的 优化 形式 ; 它 是 用 向 量 代 数 研讨 涉及 长 
度 、 夹 角 的 各 种 各 样 问题 的 至 精 至 简 。 本 节 将 探讨 向 量 内 积 和 勾 股 定 


基础 分 析 学 之 二 


3.2， 向 量 内 积 与 匀 股 定理 的 高 维 推 广 39 


理 在 高 维度 量 ( 亦 即 面积 ， 体 积 和 高 维 体 积 ) 上 的 推广 。 首 先 ， 让 我 
们 再 来 分 析 一 下 向 量 内 积 的 定义 及 其 几何 本 质 。 

我 们 在 基础 几何 学 的 第 五 章 讨论 过 ， 向 量 内 积 乃 是 从 下 述 三 角形 三 
边 边 长 的 特定 函数 的 深入 分 析 来 引入 的 : 


flab) = afla+bP 一 la? 一 IbP 


亦 即 发 现 它 乃 是 一 个 美好 的 双 线 性 函数 ， 所 以 顺理成章 地 把 它 定义 为 
a,b 的 内 积 ， 则 其 双 线 性 就 自然 转化 成 简洁 易 用 的 内 积分 配 律 了 。 再 
者 ， 如 [图 3-4] 所 示 ， 将 分 配 律 和 重 直 投影 相 结合 ， 即 得 向 量 内 积 的 下 
述 几 何 内 含 ， 即 


b bi:b 在 a 所 在 的 直线 
[上 的 重 直 投影 
b = bi+b,, b。 La 
ee oe ER 
1 a t 


[图 3-4 | 
a:b=a:(bi+b,)=a':bi++a.:b, 
=a:bi=|al':|b|cos0 


其 实 ， 我 们 也 可 以 采用 上 述 几 何 内 含 作 为 内 积 的 定义 式 ， 然 后 再 用 各 
直 投 影 的 [线性 」 来 推导 如 此 定义 的 内 积 的 分 配 律 。 


总 之 ， 内 积 和 垂直 投影 乃 是 两 个 密切 相关 的 事物 : 内 积 的 分 配 律 相 
当 于 垂直 投影 的 线性 ， 由 其 一 即 可 推导 其 另 一 。 回 顾 在 该 章 证 明 fa,b) 
的 双 线 性 中 ， 重 直 投 影 在 广义 匀 股 定理 的 证 明 中 扮演 重要 角色 ， 但 是 
并 不 需要 用 到 重 直 投影 的 线性 。 所 以 这 种 处 理 方式 的 好 处 是 : 它 不 但 
不 依赖 于 重 直 投影 的 线性 ， 而 且 也 给 重 直 投影 的 线性 这 个 欧 氏 几何 的 
要 点 提供 了 简洁 的 证 明 。 这 也 就 是 采取 这 种 处 理 方式 的 好 处 和 原由 。 
【 分析 】 

(i) 当 我 们 进而 探索 如 何 把 内 积 推广 到 高 维 的 情形 ， 首 先 得 认识 到 高 
维 的 情形 和 一 维 的 情形 具有 下 述 两 点 差别 : 其 一 是 对 于 两 个 给 定 hk- 维 
平行 体 //(a1,... ,ak) 和 //(bi,... ,bs) 是 无 法 构造 另 一 个 太 维 平行 体 
， 可 以 自然 地 定义 为 它们 的 和 (sum)。 由 此 可 见 ， 原 先 一 维 向 量 采用 


基础 分 析 学 之 二 


40 第 三 章 . 高 维 句 股 定理 与 Grassmann 代数 


Sr la 一 |b|j?} 来 定义 其 内 积 的 做 法 乃 是 此 路 不 通 者 也 
。 其 二 是 重 直 投影 的 线性 业已 由 一 维 向 量 内 积 的 分 配 律 推 导 而 得 ， 在 
此 正好 把 它 用 来 作为 定义 高 维 向 量 内 积 的 有 力 工 具 。 基 于 上 述 两 点 ， 
很 自然 要 设法 把 a.b=|a|:|b|cos9 这 种 定义 方式 推广 到 高 维 。 


(ii) 有 鉴于 a':b=|al'|blcosb 的 实质 内 含 用 是 a 和 bi 这 两 个 共 线 的 
有 向 线段 的 有 向 长 度 的 乘积 ， 其 中 bl 则 是 b 在 a 所 在 的 直线 上 的 垂直 
投影 (参看 [图 3-4) 。 设 //(a,b) 和 W(c,d) 是 空间 中 两 个 给 定 的 平行 
四 边 形 。 若 它们 共 在 某 一 平面 开 之 内 ， 我 们 可 以 取 定 工 上 的 定向 ， 则 
有 两 者 的 有 向 面积 的 乘积 公式 


4(a pb) .4(c,d) = 


a:c a.d 
b.c b.d 

它 是 和 II 上 定向 的 选取 无 关 的 。 在 两 者 不 共 面 的 情形 ， 令 c 和 d' 分 
别 是 c,d 在 //(a,b) 所 在 的 平面 II 上 的 重 直 投影 。 如 [图 3-5] 所 示 ， 


c=c+ce, d=d+d" 
//(c,d') 和 //(a,b) 共 在 开 广 内 
c 和 d/ 则 和 I 重 直 ， 亦 即 ca=c':b=d'.a=d'.b=0 


| 图 3-5 | 
由 此 可 见 共 面 的 //(asb) 和 //(c,d') 的 有 向 面积 的 乘积 还 是 可 以 用 同 祥 
的 公式 表达 ， 即 
bc' b.d| lb:c b.d 
因为 有 ac=a':c+a'c'=a'c' 等 等 。 


a':c a:d| |a'c | 
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由 此 可 见 ， 我 们 应 该 把 空间 中 两 个 平行 四 边 形 J/(a,b) 和 (c,d) 
的 内 积 定 义 为 共 面 的 //(ayb) 和 //(c',d') 的 有 向 平面 之 乘积 ， 其 中 
/J(c',d') 乃 是 //(c,d) 在 //(a,b) 所 在 的 平面 上 的 重 直 投影 ， 将 以 符号 
<//(ayb),//(e;d)> 记 之 。 则 有 内 积 公式 : 


<//(a,b), /l(c,d)> = 


它 是 对 于 四 个 向 量变 元 都 是 线性 的 ! 
(i) 我 们 可 以 把 上 述 定义 同样 地 推广 到 h- 维 的 情形 ， 即 有 


a'c a.d 
bc b.d 


【定义 】: 设 /al ak) 和 //(bi,... ,bs) 是 两 个 任 给 的 维 平 行 
体 ，I 是 //(ai,... ,ak) 所 在 的 有- 维 子 空间 ，b! 分 别 是 b; 在 I 上 的 
重 直 投影 ，1 <i<K。 则 Ja ar) 和 //(bi,... ,bl) 乃 是 共 在 一 个 


有 - 维 子 空间 上 的 hk- 维 平行 体 ， 两 者 的 有 向 hk- 维 体积 的 乘积 其 实 是 
和 开 上 的 定向 选取 无 关 的 〈 因 为 负 负 得 正 ) ， 定 义 为 //(ai,... ,ax) 和 
//(bi,... ;by) 的 内 积 ， 将 以 符号 <//(ai,... ap);//(bi,... ,br)> 记 之 。 


将 上 述 内 积 的 定义 和 | 定理 3.1] 相 结合 ， 即 有 
【 定理 3.2】 : <//(ai,... , agp),// (bi,... , bj )> 一 det(au . bj) 


al'bl ai:b, ... ail':b; 
( 订 即 a2 1 32 ba 二 52 Dk ) 
a ta i a 
证 明 : 由 定义 <//(a1,... ;ak);,//(bi,... ,bi)> 等 于 共 在 h- 维 子 空间 
J ) 的 有 向 k- 维 体积 之 来 积 ， 其 b; 


个 别 是 bj 在 人 上 的 重 直 投影 。 由 [定理 3.1] 即 有 
<//(a1,... ,ax),//(bi,... ,bk)> = det(a; bj) 
再 者 ， 由 于 bi 乃 是 bj 在 //(a1,... ,ak) 所 在 的 - 维 子 空间 人 上 的 重 直 
投影 ， 即 有 
bj = b;+b’, by 在 II 上 而 by LII 
全 ai'b/=0 对 于 所 有 i, 7 莉 成 立 
全 ai'bj=ai' (bj+bj)=ai by+ai'pby=ai'by 
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对 于 所 有 1<ij 之 蕴 成 立 。 所 以 


<// (al， ;ap )， N (bi, Nn , bj)> 一 det(au ， b’) 一 det(au ， b;) 


[ 注 ] : 上 述 公式 的 右 侧 乃 是 {a1,... ;ag;bi,... ,bk} 的 多 线性 函数 ， 而 且 
对 于 {a;} 和 {bi;} 各 别 是 斜 对 称 的 ; 乃 是 十 分 简洁 、 吻 算 、 好 用 者 也 。 
下 面 所 讨论 者 ， 实 乃 上 述 多 线性 和 其 斜 对 称 性 的 直接 应 用 ， 亦 即 直 堆 
了 当 的 展开 计算 是 也 。 且 先 以 我 们 身 在 其 中 的 三 维 空间 中 的 二 维 内 积 
为 例 : 


设 (ZX1, Z2; Z3) 是 空间 中 一 个 选 定 的 正 向 笛 氏 坐标 系 四 {e1, e2, €3} 是 其 
相应 的 正 交 标 架 ， 则 有 


ev eve -| Be 
ev ese | he 
ev eve = ho 


由 内 积 的 定义 ， 上 述 三 者 分 别 就 是 //(a,b) 在 三 个 坐标 面 上 的 重 直 投影 
对 于 分 别 以 {e1,e2}, {e2,e3} 和 {es,e1} 为 其 上 正 向 的 有 向 面积 。 
令 ai (或 b,ci, Qi) 分 别 是 向 量 a (或 b,c,d) 和 ee 的 内 积 ， 亦 即 
a 二 Q181 十 Q28; 十 03e3 
b = Diel 十 boes + b3e3 
C 一 Clel 十 C282 十 C3@3 


d= aiel 十 d282» 站 ase3 


【推论 1】: <//(a,b), /l(c,d)> 


IQ1 02 C1 C2 CQ2 U3 C2 C3 CQ3 Ql1 C3 C1 
bl bo| ld: qd ba basa| ld ds bs bi| lds di 
【推论 1】: <//(a,b),//(a,b)> 
2 2 
IU 02 U2 U3 U3 Ql 
lo be 02 bs 03 0 
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[ 注 ] : 这 也 就 是 二 维 ( 亦 即 面积 ) 的 勾 股 定理 。 


证 明 : 由 二 维 内 积 的 多 线性 和 各 别 的 斜 对 称 性 ， 对 于 a, b, c,d 这 四 
个 向 量变 元 逐一 展开 ， 即 有 


<//(a, b), //(c， d)> 一 pb <//(aiei, bi, i, ), (cjiej, djsejs)> 
1<71,22,71,72<3 
务 见 在 上 述 各 项 中 当 科 = 二 记 或 及 二 有 0 时 显然 为 0 而 且 在 {1,i2} 和 
{71, 72} 相 凡 时 也 显然 为 0 ( 因为 // (eii, i) 和 /ee 站) 用 是 互相 重 直 
者 也 ) 。 略 去 上 述 显 然 为 0 之 项 ， 不 难 验 算 所 剩 之 项 等 于 


Ql1 Q2 C1 C2 


bl bl Id: ds <//(e1, €2), //(e1, e2)> 


U2 QW3 C2 C3 
| 


U3 Q1 C3 C1 
tp pa, di| </(es,e),//(es,e1)> 


其 实 ，a b,c,d 乃 是 四 个 向 量变 元 ， 在 取 定 坐标 系 中 ， 它 们 各 别 的 坐 
标 ( 即 {qi,bi,ciydi, 1 之 i 之 3}) 乃 是 12 个 自 变 元 ， 可 以 把 它们 排列 成 


一 个 3x4 的 矩阵 
al br cl di 1 
Q2 b> C2 d» 


Q3 b3 C3 ds) 
而 
Nb) Med)> = | 


则 是 一 个 它们 的 4 次 齐 次 多 项 式 ， 对 于 每 一 列 是 线性 的 ， 而 且 对 于 
{1,2}- 列 和 {3,4}- 列 是 斜 对 称 的 。 由 上 面 解说 可 见 这 个 4 次 多 项 式 可 以 
自然 地 分 解 成 三 个 多 项 式 之 和 ， 各 别 只 含有 其 中 两 行 的 那 8 个 变 元 。 由 
此 可 见 ， 我 们 只 要 把 其 中 一 行 的 4 个 变 元 恬 以 0 代入 ， 即 可 得 出 那个 
只 含有 其 条 两 行者 。 例 如 令 第 三 行为 0， 则 a, b, c,d 都 是 位 于 (1,2)- 坐 


标 面 之 中 ， 直 接 由 内 积 的 定义 即 得 其 值 为 人 a2| Ic C2 
01 b2 d1 ao 


oo 
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【定理 3.3】 (高 维 句 股 定理 ) : 设 //(ai,... ,as) 和 //(bi,... ,bk) 是 
n- 维 欧 氏 空间 的 两 个 任 给 - 维 平行 体 ，{e1,... ,en} 是 其 中 任 选 的 一 组 
正 向 正 交 基 。 令 


aij =ei'a, bij=ei'b;, 1l<i<n,1<7)<k 


则 有 


<//(ai,... , ag), // (bi1,... , bj )> 
= </(ay...,ag),//(en,... ,ei)>:<//(bi,... ,bs),//(en,... ,ei.)> 


1<ii<...<ip <n 


En 


1<i ci <n | ai 1 
3) 


Qi1,1 Qil,k bi Pe bik 


Qipssk| [Oa + Dirk 


证 明 :由 [定理 3.2] 可 见 上 述 有 - 维 内 积 乃 是 2k 个 向 量变 元 {aj,bj, 1 < 
j 之 有 的 多 线性 函数 ， 而 且 它 对 于 {aj} 和 {bj} 都 是 针对 称 的 。 在 选用 正 
向 正 交 坐标 系 {ei} 之 下 ， 它 就 可 以 表达 成 {Qawj,bij; 1 <i<n,1<j<k} 
这 样 2kn 个 自 变 元 的 2k 次 齐 次 多 项 式 ， 它 们 可 编组 成 一 个 nx 2k (或 
两 个 nxk) 的 矩阵 ， 即 


(ai;biz) (或 (Qij) 和 (bij)) 
用 其 多 线性 展开 ， 再 用 {ei;} 的 正 交 性 可 见 
<//(ei,... A ,et )> 


在 足 标 子 集 {人 0,... i} 和 {2,... ,人 } 不 相同 时 恒 为 0。 由 此 即 得 上 述 
2 次 齐 次 多 项 式 的 下 述 分 解 ， 亦 即 它 乃 是 。 pe 


让 之 ,<< 计 之 n} 之 和 ， 其 中 户 i, 只 含有 {人 j,..., 讨 } 这 此 行 的 变 元 
。 由 此 可 见 ， 当 我 们 把 其 他 (n 一) 行 的 所 有 变 元 都 代 之 以 0 时 ， 即 得 


Pii,... sin 三 <// (al， “i , ax.), //(b’, 5 , bi )> 
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其 中 a 和 by， 1 <7<h, 用 是 ai 和 by; 在 {ei ,eil } 所 张 的 有 - 维 坐 
标 面 上 的 重 直 投影 是 也 。 所 以 由 h- 维 内 积 的 定义 可 见 


Ps pads 
= <//(ai;,... ,ax),//(ei,... ,ei)>:<// (bi,... ,bx),//(ei,... ,ei)> 
Qii,1 ee Qil 0 1 ee Dik 
1<ii<...<ir Sn Qipsl + Oink bi, 1 be Dik 


注 ] : (在 //(a1,...,ap) 和 //(b1,...,bs) 相同 的 特殊 情形 ， 即 有 
//(ai,... ,yak) 的 及 维 体积 之 平方 等 于 它 在 各 个 太 维 坐标 面 ( 共有 


(， 个 ) 的 重 直 投影 的 有- 维 体积 平方 之 总 和 ， 这 也 就 是 kh- 维 体积 的 
句 股 定理 。 而 [定理 3.3] 本 身 则 是 高 维 勾 股 定理 更 为 普遍 好 用 的 推广 。 
(i 我们 可 以 把 //(a1,... ,aj) 在 每 个 有 - 维 坐 标 面 (共有 Sk 
上 之 重 直 投影 的 有 向 k- 维 体积 看 做 它 的 坐标 (一 如 把 e;'a 看 做 a 的 
第 i 个 坐标 )， 则 上 述 定理 所 证 者 ， 乃 是 k- 维 平行 体 的 内 积 也 具有 和 
常用 的 向 量 内 积 坐 标 化 公式 同样 形式 的 坐标 化 公式 。 
(ii) 在 一 维 的 情形 ， 我 们 有 下 述 重 要 的 Schwarz 不 等 式 ， 即 
(ab) < (a. a)(b.b) 


而 且 等 号 当 且 仅 当 a,b 线性 相关 时 才 成 立 。 下 述 推论 万 是 Schwarz 不 
等 式 在 高 维 内 积 的 推广 。 


【推论 】 : <//(ai,... ,ax), //(b1,... ,bx )>? 
< <//(ai,... , ap) //(a1,... ,ak)>:<(bi,... , bx), //(b1,... , bj)> 
而 且 等 号 当 且 仅 当 <al,... ,ak> 二 <bi,... ,bx> 才 成 立 。 


证 明 : 令 1<a<N= 的 为 标记 人 个 及 维 坐标 面 的 足 标 ， 
E64 和 no 分别 是 //(ai,... ;ap) 和 //(bi,... ,bp) 在 第 a 个 上- 维 坐 标 面 的 
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的 垂直 投影 的 有 向 人 维 体积 。 由 [定理 3.3] 即 有 


<//(a1,... ,ax), //(b1,... ,be > Pen 
</a an,/a ,an = 
</(b ,bb ,bs 3 


由 此 可 见 ， 上 式 不 等 式 乃 是 原来 的 Schwarz 不 等 式 ， 即 
N 2 N N 
(Ben) BD 


的 直接 结论 ， 而 且 等 号 只 有 在 {&4} 和 {ma} 成 比例 时 才 成 立 。 在 这 种 
情形 ， 我 们 可 以 选用 正 交 坐 标 系 使 得 //(a1,... ,ak) 位 于 第 一 个 坐标 面 
之 内 ， 则 {E64} 中 只 有 后 不 为 0， 因 此 {wa} 中 也 只 有 不 为 0， 亦 即 
//(bi,... ;bx) 也 位 于 第 一 个 坐标 面 之 内 。 所 以 等 号 只 有 在 两 者 「 平行 ] 
才能 成 立 ， 亦 即 <al,... ,akg> =<bl,... ,bis>， 反 之 亦 然 。 因 为 在 两 者 
平行 的 情形 ， 即 有 线性 关系 


k 
pi 一》 Bsa 1<i<k 
j=1 
由 重 直 投影 的 线性 则 有 它们 在 任 一 扩 维 坐标 面 上 的 重 直 投影 {b'} 和 
{a'} 也 有 同样 的 线性 关系 ， 亦 即 


k 
b; = >》 Pia > Na=det(Pi):éo, l1<a<N 


[ 注 ] : 在 具有 上 述 线性 关系 而 且 det(By) 二 1 时， 则 称 //(a1,... ;as) 和 
//(bi,... ,bx) 平行 而 且 等 积 。 由 此 可 见 ， 两 个 - 维 平 行 体 平行 而 且 等 
积 的 充 要 条 件 万 是 它们 在 【& ) 个 人 - 维 坐标 面 上 的 要 直 投影 部 具有 相 


等 的 有 向 三 维 体积 ， 亦 即 名 = 1< a< (%): 


基础 分 析 学 之 二 


3.3， 格 氏 代 数 47 


3.3 ” 格 氏 代数 (Grassmann Algebra) 


抽象 化 的 基本 想法 是 对 于 所 要 研讨 的 事物 择 其 精 要 妥 加 组 织 ， 从 而 
获得 既 精 且 简 的 体系 ， 成 为 以 简 御 签 ， 解 答 各 种 各 样 问题 的 有 力 工 具 
。 格 氏 代 数 乃 是 在 度量 几何 的 研讨 上 既 精 且 简 的 基本 工具 。 它 就 是 把 
前 两 节 研 讨 所 得 的 度量 几何 学 的 精 要 : 如 定向 面积 ，k- 维 平行 体 的 内 积 
和 kk- 维 名 股 定理 等 等 再 作 受 加 组 织 而 得 的 代数 体系 ; 乃 是 高 维度 量 几 
何 ， 微 分 几何 和 多 元 微 积 分 的 有 力 基 本 工具 。 

【定义 】: 我 们 将 先 把 互相 平行 等 积 的 三 维 平行 体 等 价 类 看 做 一 种 
j- 维 的 有 向 几何 量 ， 称 之 谓 k-vector, 并 以 符号 ai 入.…Aak 表示 包含 
//(a1,... ,ak) 于 其 中 的 那个 等 价 类 ， 亦 即 


al 人... 人 ai 一 bl 和 人 .. .人 by 
合 //(al. ,as) 和 //(bi,... ,bx) 平行 而 且 等 积 
k 
Sb;= 》 Piay, 1l1<i<k 而 且 det (i;) 一 
j=1 
倍 积 之 定义 : 设 //(ai,... ax) 和 //(bi,... ,bp) 平行 ， 而 后 者 有 向 j- 维 
体积 万 是 前 者 的 入 倍 ， 亦 即 有 
k 
bi= > Pay 1<i<k, 而 且 det(Bij)= A 


j=1 
则 定义 bi 人 人 ... 人 bi 为 al 八 ... 人 人 ap 之 入 倍 ， 以 符号 
bi 人 信 ... 人 b=A:a 八 ... 八 ax 
记 之 。 
外 积 之 定义 : 当 {ai,...,ax;bi,... ,bi} 是 线性 无 关 时 定义 
(a NAar) 人 (bi 人 A...Ab)=a 人 \...N\ar 人 bli 人... 人 be) 


亦 即 将 /(ai,... ,ax; bi1,... ,bo) 的 等 价 类 定义 为 /l(ai,... , ak) 的 等 价 类 
和 /(bi,... , bp) 的 等 价 类 的 外 积 o。 当 {a1,... ,ax; bi1,... , be} 是 线性 相 
关 时 则 定义 两 者 的 外 积 为 0。 
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[ 注 ] : 上 述 外 积 显然 满足 结合 律 。 当 fai,... ,ar} 是 线性 无 关 时 ， 
//(ai,... yax) 所 属 之 等 价 类 则 就 是 al, aa, ...,， ap 的 外 积 ;这 也 就 是 
al 八 ... 八 ap 这 个 符号 的 原由 。 


内 积 的 定义 : <aj 入 ... 人 apybi 人 入... 信 bs>:= det(ai .bj) 
[这 也 就 是 [定理 3.3] 的 重新 表述 。] 

至 此 ， 所 尚 缺 如 者 ， 就 是 如 何 恰 当地 定义 hk-vectors (上 >2) 之 间 的 
加 法 了 。 (也 可 以 说 ， 我 们 所 要 受 为 组 织 的 度量 几何 的 代数 体系 ， 几 
乎 业已 水 到 渠 成 ， 只 待 再 去 受 为 定义 『 加 法 」]。) 在 我 们 探讨 如 何 定 
义 高 维 平行 体 之 间 的 内 积 时 ， 业 已 指出 ， 在 k=1 和 此 二 2 的 情形 有 一 
Os SW ee te oi se 
有 是 两 个 有 - 维 平行 体 (k > 2) 则 不 再 具有 一 个 自然 的 k- 维 平 

ee 在 达成 过 为 定义 | 加 法 」 之 前 ， 
i 得 先 下 一 番 探 讨 分 析 的 功夫 。 


【分 析 】 
.人 Ck 定义 为 aaA...Aa 和 biA.. .Ap 之 和 ， 则 它 
少 得 满足 下 述 内 积分 配 律 ， 即 


<C1 人 .. .人 ChiXIA.. .和 A 人 Xp>> 
= <al 人 ... 人 akiiXlI 和 人 人 ...A 人 Xk> 二 <bi 人 人 ... 人 人 bx,xi 人 人... 人 Xp> 
对 于 任 给 xl 和... 入 xh 恒 成 立 。 若 用 [定理 3.3 来 验证 上 述 必 要 条 件 ， 即 
为 
<C1 和 人..:A 人 cieil 和 人 .和 人 人 eik> 
一 <alA 人 人 .. .人 akieil 和 ...A 人 ei> 十 <bl 和 入... Abkieil MN\... 人 ei,> 
对 于 任 给 正 交 基 {@i} 和 1 < 和 <... < 计 <n 恒 成 立 。 
(让 对 于 给 定 的 两 个 a 人 信 ... 人 人 ap 和 bl 人 和信 ... 人 人 bs， 假如 满足 上 述 必 要 条 
件 的 ci 人... 人 Ch 是 存在 的 ， 则 易 证 它 是 唯一 存在 的 ， 而 且 应 该 顺 理 成 
章 地 把 它 定 义 为 aaA...Aakg 和 biA. .Ap 之 和 。 
Gi) 由 此 可 见 ， 定 义 加 法 的 症结 所 在 是 满足 上 述 必 要 条 件 的 cl 人 .Ac 


是 否 对 于 任 给 两 个 al 和 人 人...A 人 ak 和 biA.. .Abk 总 是 存在 的 呢 ?是 耶 ? 
非 耶 ? 此 事 当然 只 有 实事 求 是 地 去 探讨 。 


基础 分 析 学 之 二 
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(iv) 其 实 ， 这 种 普遍 存在 性 」 是 根本 不 成 立 的 1 例如 在 及 二 2,n 二 4 
的 情形 2 只 要 取 al 八 a2 一 el 人 e2， bi 入 b。 一 ea 人 e4 就 容易 证 明 满足 上 述 
必要 条 件 的 cl 人 co 是 根本 不 存在 的 。 其 证 明 如 下 : 


同 反 证 法 设 其 存在 ， 令 


4 4 
C1 二 >， Qiei， 52 二 六 bie: 
?一 1 2 一 1 
代入 其 所 满足 的 必要 条 件 式 ， 即 有 

ar bi 

<Cl1 人 Co el 人 e2> = =1] 访 a:ib a2 :0 
a2 02 
U3 bs 

<C1 人 co,e3 人 e4> = =1]1 访 a3:b3 XK: 
CQ4 ba 
a bi 

<Cl1 人 co, el 人 e3> 三 一 0 一 as:b 三 al :人 
a3 bs 
CQ2 bo 

<Cl1 人 Co, ez 人 e3> 王 一 0 一 as:0 一 ao :02 
CQ3 bs 
al 0 

<Cl1 人 co, el 人 e4> 三 一 0 一: 三 al :全 
a4 ba 
CQ2 bo 

<C1 人 co, ez 人 e4> 三 一 0 一: 一 ao :02 
CQ4 ba 


易 见 上 述 诸 式 是 互相 矛盾 的 ， 这 也 就 证 明了 ci Acs 的 不 存在 性 1 

总 结 上 述 几 点 实况 的 分 析 ， 摆 在 我 们 面前 者 只 有 两 种 处 理 方式 : 其 
一 是 有 鉴于 上 述 不 存在 性 而 根本 放弃 加 法 之 引入 ， 其 二 则 是 依然 引入 
加 法 ， 但 是 在 C1 八 ... 人 Ch 不 存在 的 情形 把 a 人 人 ... 人 人 ap 和 bi 人 人 ... 人 bs 
的 和 想 成 一 种 比 有 k- 维 平行 体 更 为 广义 的 事物 。 显 然 ， 我 们 是 不 能 接受 
前 者 的 ! 岂 能 功 败 生成 ， 前 功 尽 弃 呢 ?是 不 ?总 之 ， 我 们 是 要 义 无 反 
顾 地 去 完成 第 二 种 处 理 方式 的 。 其 基本 思想 是 把 1- 维 平行 体 的 等 价 类 
所 组 成 的 集合 ， 适 当地 扩充 成 一 个 具有 内 积 的 向 量 空 间 ， 当 把 内 积 限 
制 到 1- 维 平行 体 的 等 价 类 时 ， 它 就 是 83.2 中 所 定义 者 也 。 显 然 这 个 我 
们 所 要 寻求 的 内 积 空间 包含 下 过 (外) 个 扩 维 平行 体 等 价 类 


{ei 人 \... 人 \@;,; 1 <ii<...<i <n} 
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它们 彼此 正 交 而 且 都 是 单位 长 的 。 再 者 ， 它 们 的 所 有 线性 组 合 所 构成 
的 1 上- 维 内 积 空间 业已 包括 所 有 - 维 平行 体 的 等 价 类 了 。 由 此 可 见 


， 它 就 是 所 要 了 寻求 的 适当 而 且 自 然 的 扩充 ， 至 此 业已 水 到 炬 成 ， 兹 定 
义 格 氏 代 数 如 下 : 


【定义 】: 设 VV 为 民 上 的 一 个 n- 维 内 积 空间 。 令 A?(V) = 了 A1(V)=V,， 
At(V),2 <h< mn 是 包含 所 有 对 维 平行 体 的 等 价 关 为 其 子 集 的 【 人)- 维 
内 积 空间 。 对 于 VV 中 任 给 一 组 正 交 基 {fei;1<i< 7 则 


{ei AAAei 1 <ii<...<ii <n} 
构成 Ak(V) 的 一 组 正 交 基 。 令 
G(V) =@ YA(V) 
k=0 
再 者 ， 定 义 G(V) 中 的 外 积 为 下 述 双 线性 映射 : 
人:Ar(V) x AM(V) 一 As (TY) 
其 限制 于 平行 体 的 等 价 类 的 情形 即 为 前 述 
(aN.. Na 人 (biA...NAbe):=a 人 \...Aar 人 bi 人 \... 人 be 


[在 天 上 > 或 fa ab ,bj 线性 相关 时 ， 其 外 积 为 0。] 


在 单元 微 积分 中 ， 微 分 与 积分 分 别 起 源 于 部 数 的 变 率 与 求 和 这 两 个 
定量 型 的 基本 性 质 ， 是 各 有 所 本 ， 各 有 特色 者 ; 但 是 它们 却 是 互 逆 的 
两 种 基本 运算 ， 而 这 种 互 北 关 系 也 就 是 微 积 分 基本 定理 。 


本 章 将 以 前 三 章 研 讨 之 所 得 为 基础 ， 进 而 研讨 在 多 元 、 多 关系 的 数 
理 分 析 中 常见 常用 的 各 种 各 样 积 分 ， 以 及 微 积分 基本 定理 在 多 元 分 析 
学 中 自然 而 且 基 本 的 推广 。 


4.1.1 多重 积 分 的 定义 


让 我 们 先 来 看 一 看 下 述 为 简单 的 情形 : 设 f (zx1, x2) 是 定义 于 一 个 
| 坐标 矩形 ] 万 : 


D= {(z1,722); a < ri < b,c< ro <d} 


上 的 连续 函数 。 我 们 可 以 和 单元 相同 地 用 二 元 阶梯 函数 去 上 、 下 夹带 
f(z1,zz), 而 且 同 样 地 用 无 限 细 分 和 比较 原则 去 确定 二 重 定 积分 


/ f (x1, XT2) dz1 和 人 hn 
D 
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的 定义 。 其 具体 做 法 可 以 把 a< Zi<D 和 c<zo<d 分 别 等 分 成 N- 段 ， 
N= 2*, Pe ， 


QQ 一 ao<a<.. .<w<...<aN 王 0 
cc 一 co<c<...<c<.. .<cN=d 


则 纵 线 {Zi =ail<i<N-1 和 横 线 {zz=cl<7TJ<N=-1 就 把 
2 再 者 ， 令 Mi; 
和 mij 分 别 是 f(zxi1,z2) 在 Dij 上 所 取 之 极 大 和 极 小 值 ， 而 0 
Gx(Z1,X2) 则 是 分 别 在 Dij 之 内 点 取 常 数值 mi; 和 Mij 的 阶梯 函数 ， 
然 有 

gk(T1, Za2) < f(T1, T2) < Gr(T1, 7Z2) 


对 于 万 中 任 给 (Zizs) 恬 成 立 。 所 以 由 同样 的 比较 原则 即 有 


) OR(Z1， Z2)Q21 人 QZ2 性 / f(z1, XW2) dz1 人 QZ2 < / G(X1, XT2) dz1 人 QZ2 
D D D 


易 见 对 于 任 给 (Zz1,7X2) €E D, {gr(Z1,7X2)} 和 {Gi(z1,22)} 分 别 是 天 的 递增 
和 递减 数列 “再 再 者 ， 2 见 当 把 无 取 
得 足够 大 时 ， 所 有 (Mij 一 mij) 都 可 以 小 到 足够 小 。 所 以 在 大 一 oo 时 ， 
0 


(/ G(T1, T2) dz1 人 QZ2 = | gk(T1, T2) dT1 人 dr) 一 0 
D D 


由 此 可 见 ， 上 述 左 、 右 夹 逼 数列 具有 那个 唯一 被 夹 逼 于 其 间 的 值 ， 这 
也 就 是 我 们 所 要 定义 的 二 重 定 积分 


1 f(x1, XT2) dr1 人 QZ2 
D 


它 乃 是 左 、 右 夹 蜗 数列 


{/ gk (T1, TX2) dx1 A des) 和 {/ G(T1, T2) dz1 A drs) 
D D 
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的 共同 极限 。 再 者 ， 假 如 我 们 把 上 述 左 、 右 夹 逼 之 和 式 作 下 述 改写 : 


(本 二 交合 站 0 a 


j=1 \i=1 


-odo 二 /这 pe 
Bb — 2 pb 和 pb 


i=1 \j=1 


就 可 以 看 出 上 述 共 同 极限 其 实 也 等 于 下 述 逐 次 单元 积分 之 所 得 ， 即 有 


| ten ede A de = /六 re] 
(或 =) / {f tea} an 


[ 注 主 | : 在 上 式 右 端的 人 f (x1, 7Z2) )adx1 ( 或 [9 f (x1, x2) )aza2 ) 所 表达 者 旋 是 
把 za (或 zi) 暂且 取 定 之 后 的 单元 函数 之 定 积分 ( 类 似 于 「 偏 微分 
中 的 处 理 方式 )， 所 以 将 称 之 为 [ 偏 积分 ]。 


【 例子 】 
多 
人 er-(zi+za)d7Z1 A dx2 = ey ECI 十 双 | dz» 
D 


b 
= ff{ | edn ) dr, 
b zx2 
32472. J “QZ1 


再 取 a,c 一 一 00 而 b,d 一 十 00 的 极限 ， 则 有 


CO Co Co 2 
[ eT1t72) 71 人 dx» = / e—?idxi . / ez2dxa 天 / cd 
R2 一 co 一 co 一 co 


接著 让 我 们 来 讨论 一 般 n 个 自 变 元 的 情形 。 设 f(z1,... ,zn) 是 一 个 
定义 于 下 述 /=- 维 坐标 和 矩形 DD 上 的 连续 函数 


D= {(z1... Tn); Oi < Tibi,l1<i<n} 
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同样 地 ， 我 们 也 可 以 把 区 间 [qi,b;| N- 等 分 (N = 24)， 从 而 把 n- 维 坐标 
矩形 分 割 成 N" 个 n- 维 小 格 


{Di,... 2 Ll Zi. in < N} 
令 TMi. sin 和 JMii is 分 别 是 /zi ,zn) 在 万 已 元 上 取 值 之 极 小 与 
0 和 Ge(Lis sg n) 则 是 分 旋 别 在 万 i1,. 2 之 内 点 取 


常数 值 mi 和 Mi 的 元 阶梯 函数 。 由 同样 的 比较 原则 ， 即 有 


1 nn 
一 一 0b; — a; = fs Z1).. .ZnjdZlA.. .Adazn 
Nn ( ) >， ， k(T1 )dzi 


?一 1 1<i1y... in <n 
A 人 | 
下 f(x1,... ,Tn)dr1 A...N 人 drn 
D M 
喜 i (b; — ai) Mi,...%i, = | , Tn)dr1 ANA. .Adzn 


1 一 1 1<i1,... sin <n 


再 用 f(z1,... ,zn) 在 D 上 的 均匀 连续 性 易 证 下 述 左 、 右 夹 遇 数列 


{f mle sar A a 和 {f Guten sde A A d,s] 
D D 


确定 了 FE (ZT1;... ;Tn)jQdz1 八 ... 人 dzxn 为 其 唯一 共同 极限 值 。 再 者 ， 我 
们 也 可 以 同样 地 把 上 述 左 、 右 夹 允 之 和 式 改 写 为 


lo- o> {2{ {| 
| 


即 可 看 到 上 述 共 同 极限 其 实 也 等 于 下 述 逐 次 偏 积分 之 所 得 ， 即 有 


a njdzri 信 .. .人 dzn 


二 加 人 人， | 是 ods}} | 
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【 例子 】 


) ef…Tzodz A .A der, 
万 


b1 2 bn—1 bn 2 
pm | e “idz1 { Pe { 人 | / cdrn}} 风 这 志 } 
3 全 © i dm] 
2 一 | Qi 


再 取 wi 一 一 00, bi 一 十 00; 1 之 i<n, 的 极限 ， 则 有 


下 eTiteton) dr A...Adr, = 1[/ et ax; 一 / cd 
记 1Tv 一 co 一 co 


上 述 简 明 振 要 的 讨论 ， 业 已 明确 了 一 个 多 元 连续 函数 f(z1,... ,zn) 
在 一 个 0- 维 坐标 矩形 上 的 多 重 积 分 之 定义 。 接 闭 让 我 们 进而 研讨 如 何 
把 多 重 积分 的 区 域 DD 加 以 适当 的 推广 。 

首先 ， 由 于 积分 用 是 求 和 之 本 质 ， 若 区 域 DD 乃 是 两 个 分 别 都 是 坐标 
矩形 D1, Do 彼此 不 相 重 王 (non-overlapping) 的 和 和 集 (如 [图 4-1] 所 示 ): 


旋 一 、 
bs 


D= D1iUD, 一 - 


— DD» 


| 图 4-1 
则 显然 应 该 把 f(x) 在 D 上 的 多 重 积分 ， 直 截 了 当地 定义 为 它 分 别 在 
Di 和 D» 上 的 多 重 积分 之 和 2 亦 即 
人 
D 


= f(T1;... ,Tn)dr1 和 .Adzn 十 f(x1;... ,Tn)dr1 MN...N\ don 
Di D> 

再 者 ， 若 万 能 够 分 解 成 有 限 个 n- 维 坐标 矩形 {Di,1 <i<N} 的 和 集 ， 

而 且 不 含 任何 重 司 ， 则 f(x) 在 D 上 的 多 重 积分 ， 就 是 它 在 Di 上 的 多 
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重 积分 的 总 和 ， 亦 即 


/Firs njdzl 人 \... 人 dzn = > f(T1,... ,Tn)dr1 AN\...N\drn 


其 实 ， 我 们 还 可 以 师 法 古 希 腊 即 已 想到 、 用 到 的 穷尽 原 理 (principle of 
exhaustion)， 把 多 重 积分 的 区 域 推广 到 业已 非常 广泛 的 范畴 。 


设 0 是 一 个 包含 于 7- 维 坐标 撼 形 万 之 内 的 区 域 ， 即 有 


QCD={v,... ,Tn); Oi < Ti <bi,1<i<n} 


分 别 将 区 间 [ai,b] N- 等 分 , N = 2*, 从 而 将 DD 分割 成 N" 个 n- 维 小 格 


CD 1 <i,... ,in <N} 


hn) 


Qn (及 0 ) 分 别 是 那些 完全 包含 于 Q 之 内 (及 和 QQ 有 非 空 之 交集 ) 
六 维 小 格 的 和 集 ， 则 显然 有 


V V de 区 
QF CO CQOCOr CO 


再 者 ， 若 有 
lim vola (Q#) = lim vol, (Gy) 
k—o00 大 一 oo 


则 上 述 共 同 极限 就 自然 应 该 定义 为 vols(Q) ,而且 


im |, f(xX)dzi 和 A .Adzn 
天 


[一 co Q 


也 就 可 以 作为 f(x) 在 这 种 区 域 0 上 的 多 重 积分 的 定义 ， 即 


| fdam A A da = im |, jx)dzlA. .Adzn 
9 太一 co OA 


4.1.2 多重 积分 与 坐标 变换 

在 多 元 、 多 关系 的 数理 分 析 中 ， 自 变 元 的 选取 乃 是 要 『 因地制宜 J 
和 了 因 时 制 宜 」 者 也 ， 往 往 在 不 同 的 区 域 或 不 同 的 阶段 ， 宜 于 采用 不 
同 的 变 元 作为 数理 分 析 的 自 变 元 ， 这 也 就 是 数理 分 析 中 经 常 要 用 到 的 


基础 分 析 学 之 二 
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局 部 坐标 系 的 妥 为 选取 和 坐标 变换 。 在 讨论 多 重 积分 的 坐标 变换 公式 
之 前 ， 且 让 我 们 再 来 回顾 一 下 单元 积分 的 情形 。 

设 T 二 V(t) 是 +t 的 一 阶 连续 可 微 部 数 ， 而 且 a = yp(c),b5= wp(d)。 则 

b d 
| far= f fo Oa 

在 形式 上 ， 这 万 是 一 种 直接 代 换 ， 亦 即 把 了 代 以 op 办 ， 把 dz 代 以 p'(t)at 
; 而 求 积 分 的 区 间 则 是 在 对 于 二 的 积分 区 间 [c,d ， 相 应 于 对 于 x 的 积 
分 区 间 [e(oj,p(dj]。 归 根 究 底 ， 在 实质 内 含 上 ， 公 式 右 侧 万 是 下 述 和 式 
(在 无 限 细 分 ) 的 极限 ， 即 


N 


Df (pt) P(t) A Ati= (ti—t1) 


?一 | 


而 公式 左 侧 则 是 下 述 和 式 的 极限 ， 即 
2. 


其 中 zi 二 p(ti), Am = 二 p(t) 一 V(ti 1)。 由 所 设 g(t) 的 一 阶 连续 可 微 性 ， 
p(ti)At; 乃 是 和 Azi 的 一 阶 逼近 2 亦 即 存在 € 使 得 
[Azi p(ti)Atil <eAMt; 


而 且 当 At; 一 0 时 ee 一 0°。 由 此 可 见 ， 上 述 两 个 和 式 之 差别 满足 下 述 估 
计 ， 即 


2 ft) Avi 一 (OA 本 < Me 2_Ati= Me(d—o) 


其 中 M 是 |f(p(t))| 在 [cd] 上 的 极 大 值 。 所 以 在 无 限 细 分 下 其 差别 趋 
于 0， 这 也 就 是 上 述 积分 公式 的 证 明 。 


接著 让 我 们 先 来 研讨 二 维 的 情形 。 设 


Ul 二 91(7X1, X2), U2 二 02(Z1; 2Z2) 
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这 样 一 对 一 阶 连 续 可 微 函 数 定 义 了 一 个 将 (x1, zZ2) 平 面 中 的 区 域 2 映射 
到 (Wi, WU2)- 平 面 中 的 区 域 0 之 上 ， 而 f(ui,t2) 则 是 定义 于 0 上 的 连续 
函数 。 先 从 形式 上 直接 代入 ， 即 有 


O O O O 
da = Bodo + Bde2, duz = Br do + Bede 
Og1 Og Og1 Og» 0(91， g2) 
dui 人 dus = | 一 | dri 人 dx = 一 一 一 一 
攻 DO7o OX» OX1 a 9 D(Z1， Z2) 


dx1 人 dx 
所 以 应 该 有 公式 : 


O(g1, g2) 


(+)a 人 Ju uajduwi A\ duz = | s(n) 92(%)) Fz, 72) 
接著 再 从 (x*)2- 式 侧 的 实质 内 含 来 探讨 其 证 明 。 


我 们 先 用 (zx1, Za)- 平 面 上 的 纵横 坐标 线 把 Q 分 割 成 很 多 小 格 ，dz1 人 dz 
所 表达 者 用 是 其 中 一 个 典型 小 格 的 有 向 面积 。 在 (gi,g2) 所 定义 的 映射 
之 下 (如 [图 4-2] 所 示 ) ， 上 述 典 型 小 格 的 映 象 是 一 个 微小 的 典型 四 边 
形 。 它 的 有 向 面积 可 以 用 下 述 微小 切 向 量 : 


Og! Og» Og! 0g» 


所 张 的 微小 平行 四 边 形 的 有 向 面积 表达 其 二 阶 晕 近 ， 亦 即 其 有 向 面积 和 


dx1 人 dx 


O(g1, 92) 
———— drziA\d 
O(z1, T2) -| 
的 差别 乃 是 比 dr1 人 dro 更 高 阶 的 微量 。 
2 a (给 ， 5 时 )dz2 


dx1 人 dz» 


0 0 
( 织 ， 强 )dz 


Ul 
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不 难看 到 ， 当 我 们 用 细 分 求 和 的 极限 去 表达 (*)。 式 之 左 侧 时 ， 采 用 
futz} 的 坐标 线 把 07 细 分 乃 是 一 种 直观 简单 的 分 割 法 ， 但 是 此 事 并 
非 必要 ! 例如 我 们 也 可 以 如 [图 4.2] 所 示 ， 改 用 (x1,z2) 的 坐标 线 在 
(g1, 92) -映射 下 所 得 的 两 系 参数 曲线 把 0/ 加 以 细 分 ， 则 所 得 之 和 式 中 的 
典型 项 乃 是 


(ui, U2) :曲线 小 格 的 有 向 面积 
2 , 0(g1, g2) 
二 f(g1(x), 92(X)) |) 
其 中 在 无 限 细 分 下 Ee— 0° 
由 此 可 见 ， 改 用 上 述 两 系 参数 曲线 把 Q' 加 以 细 分 所 得 之 和 式 和 


(*)2_ 式 右 侧 二 重 积 分 采用 相应 的 (zi,za) 坐标 线 的 细 分 所 得 的 和 式 ， 其 
差别 至 多 是 


dx1 人 QZ2 十 Edx1 人 QZo2 


Me(y dzlAdza) = Me:Q 的 面积 

其 中 M 万 是 f(gi(X),g2(X)) 在 9Q 上 的 极 大 值 。 易 见 它 是 在 无 限 细 分 下 
趋 于 0 的 ， 这 也 就 证 明了 (*#)2- 式 。 

上 述 对 于 二 元 的 讨论 ， 可 以 直接 推广 到 n 元 ， 其 结果 乃 是 下 述 
[定理 4.1] : 
【定理 41】 : 设 旭 = 2 1 之 i<n, 乃 是 将 (Zi)- 空 间 中 的 
区 域 0Q 映射 到 (wi)- 空 间 中 的 n- 维 区 域 Q 之 上 的 一 阶 连 续 可 微 映 射 ， 
f(W1,... ,Un) 是 定义 在 9 上 的 连续 函数 ， 则 有 


f (Ui. Un) du AN... 人 \ dun 

r O(g gn) 
Fes LF 
= | fo ,gO) BE der A A de 

证 明 : 上 述 公 式 的 验证 万 是 (*)2- 式 的 论证 的 直接 推广 ， 读 者 可 先行 
讨论 nn 二 3 的 情形 ， 然 后 再 验证 一 般 的 情形 ， 乃 是 一 种 促进 自己 对 多 重 
积分 的 理解 的 好 练习 。 
【例子 】: 在 84.1.1 分 节 中 ， 由 指数 定 则 和 mi- 维 坐标 矩形 上 的 多 重 积 
分 可 以 归于 逐次 偏 积 分 相 给 合 ， 说 明 


£ eai+…+zdz A .A dr, = a) 
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但 是 具有 基本 重要 性 的 单元 积分 /Ye -dz 之 值 的 确定 ， 其 实 本 身 依 
| 性 的 问题 。 其 实 ， 解 决 上 述 求 值 问题 的 一 个 巧妙 的 
途径 万 是 利用 公式 : 


a 2 
{/ ede | e (Ti+73) gr A QZ2 
be R2 


然后 利用 右 侧重 积分 所 含有 的 旋转 对 称 性 计算 得 其 值 乃 是 ! 


Oe Ce eho rt ea en 
式 右 侧 的 重 积分 应 当 改 用 极 坐 标 加 以 表达 ， 这 样 才 能 充分 体现 它 乃 是 
旋转 对 称 的 好 处 。 由 坐标 变换 公式 


Z1 一 rcogs0， Zoo 一 7Sinlb0 


dzl A dx2 = (cosgdr 一 7rsinbad0) A (sin bdr 十 rcos0a0) 
= rdr 人 dl 
所 以 


CO 27 
e (Tit73) gr A dx» = [ a | e 
R? 0 0 
Oo0 Ooe 
= 2r erdr = |/ edu, wu=7? 
0 0 


一 


由 此 即 得 


既然 业已 求 得 上 述 积 分 之 值 ， 我 们 又 可 以 再 用 
ec-C3+…+ondzl A. .A drn = NA 


和 上 述 多 重 积分 的 球 对 称 性 反 过 来 求 得 Rr* 中 的 单位 球 而 的 (n 一 1)- 维 
体积 之 公式 。 令 其 为 ws， 不 难 由 多 重 积分 的 几何 内 含 看 到 


e+ To A .A dren 


学 2 2 
= | ce rn lwdr = wn | er ldr 
0 0 
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其 中 xm-1lwdr 乃 是 分 别 以 r+ 和 7 十 dr 为 半径 的 同心 球面 之 间 的 n_ 维 体 


积 。 再 者 ee 1 | 
人 eT rr-ldr 一 ;| eu 人 DN du = 3T(3) 
而 Eulers [有 函数 具有 性 质 : 
T(x)==(z 一 1)T(z 一 1) (参看 第 四 册 第 三 章 之 习题 9 ) 


由 此 可 得 当 n 是 偶数 时 


而 当 n 是 奇数 时 
Nn Nn Nn ~ 
A = 二 Ra ea es 
【习题 】: 在 n=3 的 情形 ， 试 用 球面 坐标 和 笛 氏 坐标 的 坐标 变换 公式 
验证 : 
[ ES1to3to3) gr Adz MN\ dx3 
R3 
= ar / er2dr (Archimedes’ ws = 47) 
0 


[ 注 ] : 在 n>4 的 一 般 情形 ， 我 们 也 可 以 有 /- 维 欧 氏 空间 的 球 坐 标 ， 它 
除了 矢 径 之 长 + 之 外 还 有 (n 一 1) 个 角度 的 坐标 。 当 了 取 定 为 1 时 ， 它 
们 就 是 ( 一 1)- 维 单位 球面 上 的 一 组 坐标 。 在 下 一 闻 我 们 就 会 讨论 如 何 
用 它们 的 积分 公式 表达 cn 。 


4.2” 线 积分 、 面 积分 及 其 高 维 推 广 

在 一 般 多 元 、 多 关系 的 数理 分 析 中 ， 所 涉及 的 体系 往往 含有 多 个 参 
变量 ( 以 变 元 表 之 ) ， 而 它们 又 满足 多 个 函数 关系 ， 这 也 就 是 在 第 二 
章 所 研讨 的 模式 


SGS={=(z ,2ZnFxX)=0 1<2< 7 
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中 广 (x) 都 是 在 某 一 定义 域 上 至 少 一 阶 连 续 可 微 的 。S 中 的 一 点 Xo0， 
若 有 lin<...< jm 之 n 使 得 

O( /fis spo) 

一 一 一 -一 一 一 0 

Oj yy) 二 


则 称 xo 为 S 中 的 一 个 规则 点 (regular point)。 由 隐 郊 数 定理 ， 得 知 在 
这 种 规则 点 xo 的 邻近 S 在 概念 上 可 以 改 用 mm 个 (mn 一 m) 个 自 变 元 的 
隐 遂 数 描述 之 ， 亦 即 


Ti = 91(X),... ,Tj = Im(X) 
其 中 文 表示 {zjii,.…. ,Zi} 之 外 的 那 (mn 一 m) 个 变 元 ， 其 变动 范围 乃 是 
的 一 一 个 适当 邻 域 。 用 几何 的 语言 来 说 ，S 在 规则 点 xo 的 邻近 乃 是 
之 中 的 一 片 (n 一 m)- 维 曲面 。 由 此 可 见 ， 一 个 足以 研讨 多 元 、 多 关 
Pe 分 析 的 积分 概念 ， 当 然 还 得 包括 那 种 以 R" 中 的 一 片 k- 维 曲 
面 为 其 求 积 之 区 域 的 曲面 积分 。 其 中 最 为 简单 的 情形 当然 就 是 上 = 二 1 的 
线 积分 。 


4.2.1 线 积 分 (Line Integral) 


R” 中 的 一 段 曲 线 了 若 能 用 一 种 一 阶 连续 可 微 的 参数 式 加 以 表达 

亦 即 
Y= {p(t) = (P18), ,pn(t)), a < t < 0} 

则 称 为 一 阶 可 微 曲 线 。 我 们 可 以 把 gp 看 做 由 区 间 [w, 引 到 Rr" 中 的 一 
个 一 阶 可 微 映射 ， 而 y 则 是 其 映 象 (imagej。 显 然 ， 同 一 条 曲线 了 可 以 
有 很 多 不 同 的 参数 式 加 以 表达 ， 往 后 我 们 将 明确 其 参数 式 者 叫做 参数 曲 
线 ， 所 以 参数 曲线 其 实 就 是 上 述 了 映射 本 身 。 在 概念 上 ， 一 个 映射 p 和 
其 象 点 所 组 成 的 子 集 了 = {p(D，a<t< 碳 是 有 本 质 上 的 区 别 的 ， 请 读 
者 注意 ， 切 勿 混淆 。 例 如 单位 圆 乃 是 一 条 曲线 ，Z1 二 cos kt, Za 一 Sin 1 
所 描述 者 则 是 参数 曲线 。 当 无 不 同时 ， 其 所 描述 者 乃 是 不 同 的 参数 曲 
线 。 

设 户 (x)), 1<i<m 是 定义 于 Rr 中 某 一 区 域 D 上 的 连续 函数 ， 则 表 


“= Di )dzi 
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叫做 万 上 的 一 个 一 次 微分 形式 (differential 1-form)。 


设 wp:[la,b| = DCR’, v(t) 


= (wp1(t),... , pnlt)) 是 D 中 的 一 条 一 阶 可 
微 参 数 曲 线 ， 我 们 将 以 gp*(w) 表示 


巴 W 中 的 zi 代 以 pi(t) 之 所 得 ， 亦 即 


再 者 ， 设 外: [c,d| 一 D, wl(s) = (Wi(s),... ,Wn(8)) 是 同一 条 曲线 y 的 另 
一 种 参数 描述 ， 亦 即 


[Eh A ee 0 eh ed 


是 D 中 同一 个 子 集 ， 则 有 


试问 是 否 恒 有 


其 实 ，P 和 所 描述 者 乃 是 在 同一 条 轨道 y 上 的 两 种 运动 。 我 们 可 以 
把 在 和 5 看 做 标记 ?7y 上 各 点 的 两 种 坐标 (所 以 不 妨 假 设 下 述 入 (s) 和 
W(t) 两 者 到 处 不 为 零 ) ， 同 一 点 的 太 坐 标 和 s- 坐 标 之 间 的 坐标 变换 可 
表达 为 


at ds 
蔚 三 并 i 
(5), s = 4(), Xs) = ,HO = 
由 此 可 见 
j QZ; QZ; ds i ; 
PO = W(t) 


OR 


所 以 


人 六 (w) = | Pate (Wat 
[ Dive 
-/ DAW 5))Wi(s es= fw (ww 


上 述 恒 为 相等 的 单元 积分 就 定义 为 一 次 微分 形式 w 在 曲线 y 上 的 线 积 
分 ， 以 符号 记 之 。 亦 即 


b d 
fo=f ro (= we) 
了 Q C 
[ 注 ] : 上 述 线 积 分 的 处 理 方式 是 通过 曲线 的 参数 表示 把 它 归于 单元 积分 
， 其 关键 是 得 要 验证 它 其 实 是 和 参数 表 式 的 选取 无 关 的 。 其 好 处 是 把 
定义 和 计算 法 一 并 解决 ， 而 且 这 种 处 理 法 可 以 直接 推广 到 上- 维 曲 面积 


分 。 


4.2.2 ”曲面 积分 


在 Rr 中 的 一 片 - 维 曲 面 吕 具有 其 局 部 坐标 系 (二 , 丸 )， 亦 即 其 
上 各 点 的 坐标 都 可 以 表达 为 全 , 丸 ) 的 函数 


Ti = pilti,... ,tx), l<i<n 
而 且 对 于 台中 每 点 Xx 都 育 在 适当 的 1<iij<...< 计 之 n 使 得 


O( pa, Se , pin) 
PI 0 
O(ti,... ,tx) . 


x 


用 几何 的 语言 来 说 ，x; 二 le tk)， 1 之 i 之 n, 所 给 者 用 是 k- 维 t- 空 
间 中 的 一 个 区 域 0 到 n- 维 x- 空 = 间 中 的 一 片 fk- 维 曲面 9 上 的 一 对 一 可 
微 映射 

:0— ycCR 
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当 我 们 只 让 三 变动 而 把 其 他 (一 1) 个 自 变 元 取 定 ， 则 其 象 点 所 描述 者 
万 是 Rm" 中 的 一 条 参数 曲线 ， 其 速度 向 量 为 


vy {om oor 
‘ Qt” Ot; 


由 此 可 见 ， 上 述 下 的 规则 性 条 件 (regularity conditions) 的 几何 意义 乃 是 
{Vi,... ,Vk} 是 到 处 线性 无 关 的 。 


再 者 ， 设 (81,... ,sk) 是 届 上 另 一 个 局 部 坐标 系 ， 亦 即 
VV:0 oCR’", Xi = Wi(s1,... ,Sk) 


是 将 k- 维 s- 空 间 中 的 一 个 区 域 0' 映射 到 允 上 的 一 对 一 可 微 映 射 ， 而 
且 也 满足 规则 性 条 件 。 


不 难 验 证 
O(pa,... ;1pi) 
Bd se A 
Oy... ,tp) . 
O(a ,... Wis) 
dzxi A...MNdri, = 一 ds 人 人...N\d 
ne 
De i 
(入 .Ad = CE 
O(s1, 二 , Sk) 
其 中 二 乃 是 习 上 两 个 局 部 坐标 系 之 间 坐 标 变换 式 ， 娘 = gj(s)， 
1<j< 记 的 en 
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设 Jf (x), 1 < 21 < Lk < n} 是 ( 
域 D 上 的 连续 函数， 则 表 式 
WwW 二 >， (X) dzi, AA dzi, 
1<i1<...<ip <n 
叫做 DD 上 的 一 个 次 外 微分 形式 (exterior differential k-form)。 
设 :0 一 CD， 亦 即 是 包含 在 DD 中 的 一 片 - 维 曲 面 。 我 们 
将 以 B*(w) 表示 把 ww 中 的 zi 代 以 yi(t) 之 所 得 ， 亦 即 


” 个 定义 于 Rr" 中 某 一 区 


= >) fil OO) BO A A 
1<i <...<ir <n lee sek 
同样 的 计算 有 
DUO Up 
yw)= 7 fai (Ve) eas A 


1<ii<...<in <n 


由 此 即 可 验证 


|* = ve 


恒 成 立 ， 其 共同 积分 值 就 是 我 们 所 要 定义 的 w 在 避 上 的 积分 ， 亦 即 


4.2.3 ”例子 
(1) 线 积分 与 向 量 场 : 

在 线 积分 中 之 所 积 者 (integrand) 用 是 一 个 一 次 微分 形式 w = 
51fi(X)dzi, X E D。 我 们 可 以 把 {fj(X), 1 < i<n} 看 做 一 个 向 量 
F(x) 的 分 量 ， 即 令 

F(x) = (f1(%),... ,fa(x)) 
则 它 乃 是 在 DD 中 每 一 点 X 指定 一 个 于 该 点 ( 切 空 间 中 ) 的 一 个 向 量 ， 
称 之 为 向 量 场 (vector field)。 再 者 


dx = (dz1,... ,dzn) 
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用 是 一 个 将 xX 点 移 到 x 十 dx 点 的 微小 位 移 向 量 ， 而 ww 实 乃 F(x) 和 dx 


的 内 积 ， 即 
9 = Df xjdz; 


例如 在 物理 学 中 重要 的 重力 场 ， 人 
实例 ， 而 其 所 相应 的 一 次 微分 形式 所 表达 者 就 是 在 这 种 力 场 的 作用 下 
， 微小 位 移 所 作 的 「[ 功 」(work)， 亦 即 


dW = F(x) :dx (= w) 


由 此 可 见 线 积分 上 ww 的 实质 内 涵 也 就 是 上 述 内 积 在 无 限 细 分 之 下 的 总 
和 。 当 F(x) 是 表达 某 种 力 的 向 量 场 时 ， 则 全 w 的 物理 意义 就 是 沿 1 的 
运动 所 作 的 功 。 


| 图 44] 
(2) 设 U(x) 是 开 区 域 刀 上 的 一 阶 连续 可 微 函 数 ， 则 向 量 场 
OU OU 


叫做 U 的 梯度 向 量 场 (the gradient vector field of U)。 再 者 ，VU(x) 所 
相应 的 一 次 微分 形式 


其 实 就 是 U 的 全 微分 on differential, 亦 即 dU)。 


yt) = (P10, ,Pn(t)), a<t<b 


为 其 参数 式 者 令 U(t) 为 将 Ti 以 pilt) 代入 之 所 得 2 即 


Ut) i Ul(wp1(t), Se , Pn(t)) 


OOPS PEA 


i=1 Oz 7 人 


所 以 由 线 积 分 的 定义 和 微 积分 基本 定理 ， 可 得 


fe=f ee )= 5 ‘(Wat = Ub) ~ Ula) 


= U(p1(D),... ,Pn(0)) — Upi(0),... ,Pn(a)) 


由 此 可 见 ， 当 w 所 相应 的 向 量 场 乃 是 一 个 函数 U(x) 的 梯度 向 量 场 时 
( 亦 即 w= dU ) ， 线 积分 /,w 的 值 其 实 仅 仅 和 曲线 7 的 端点 有 关 ， 它 
的 值 就 是 U(Y(b)) 一 U(Y(a))。 
反之 ， 设 由 一 yi 记 (xjdzi 是 一 个 定义 在 开 的 一 个 连通 区 域 D 上 的 
一 次 微分 形式 ， 而 且 人 ww 对 于 万 中 任 给 可 微 曲 线 了 都 仅仅 和 的 端点 
有 关 。 我 们 不 妨 取 定 万 中 任 给 一 点 a= (a1,... ,Qan) 作为 基点 ， 令 


其 中 y 是 任何 一 条 由 基点 a 到 Xx 点 的 可 微 蝎 线 (由 所 设 ， 上述 线 积分 
之 值 仅 仅 和 X 点 有 关 ) 。 不 难 验证 ， 如 此 定义 的 U(x) 即 有 


OU 


Ozi 二 


二 所 (Xx)， 亦 即 w= VU(x).dx= dU 


由 此 可 见 ， 线 积分 上 ww 仅仅 和 其 端点 有 关 的 充 要 条 件 乃 是 w 等 于 茶 个 
一 阶 连 续 可 微 的 苑 % 数 [ 的 全 微分 ， 亦 即 


w= VU(xX). dx 


(3) 对 于 一 个 Se mea oe OR A 
仅仅 和 其 端点 有 关 ? 上 述 所 讨论 的 充 要 条 件 乃 是 一 个 十 分 难于 检验 的 条 
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件 ( 除非 能 够 一 眼看 到 某 个 函数 U， 它 满足 名 | = f(x),1<i<n) 
。 是否 还 有 另 一 种 易于 检验 的 条 件 呢 ?在 f(x) 也 都 是 一 阶 连续 可 微 的 
情形 ， 假 如 存在 著 U(x) 使 得 


OU 
-一 | = f(x), 1<i< 
| fi(x) i<n 
则 有 
8f| Bl el 8 
Oz; 加 OTjOTi x OXiOX; Ox; 5 
所 以 
Ofi Of; es 
三 < < 
Oz; | Ox; , 人 


用 是 一 种 易于 检验 的 必要 条 件 。 但 是 它 是 否 业 已 充分 呢 ? 假若 果真 业 
so ny 
必要 条 件 再 加 上 它 就 能 够 保证 w 万 是 一 个 全 微分 
看 一 ， 它 说 明了 上 述 必 要 条 件 在 一 般 ， 
形 并 非 充 分 。 令 


一 Z2Q21 十 Z1q72 


ao = 一 一 -一 一 一， 万 = 了 2\{(0,0 
亦 即 
LX2 Ll 
Oe 
由 此 易 见 


Ofi Ofo 3 = 2 


za Oz: (22+ 22)? 
但 如 [图 4 四 所 示 


YJ: TX1= cost, Tz =sint, 0< 
0 


yy2: TX1 = Cost, xr» = — sint, 


一 Z2Q21 + Z1q72 
i 
全 01 十 Z2 0 


一 Z2Q21 十 Z1q72 全 
和 
2 01 十 Z2 0 
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[| 图 4-5 ] 
由 此 可 见 ， 上 述 wo 分 并 非 仅仅 和 积分 曲线 Y 的 端点 有 关 。 。 在 这 
里 3 J wo 之 值 究 竞 和 积分 曲线 的 什么 才 是 真正 相关 的 呢 ? 这 就 是 一 个 
值得 实事 求 是 去 控 ps 
有 鉴于 上 述 wo 的 及 和 局 都 含有 旋转 不 变 的 分 母 (zf 十 2)， 把 它 改 
用 极 坐 标 (7,0) 来 表达 ， 肯 定 会 得 到 茶 种 简化 。 即 令 


Z1 一 7rcos0，7Z2 一 7Sinlb0 
代入 WO? 即 得 


1 
wo = = {—7sinO(cosOtdr —7sinbdb)+rceos0(sinbdr +rcos0d0)} 
7 


1 
{rsin’ 0 + cos*0)d0} = db 


由 此 易 见 人 ww 其 实 只 和 积分 曲线 在 0 的 改变 量 有 关 。 设 y(t) = (7(), 0()) 
a 之 t<b, 是 其 极 坐 标的 参数 式 ， 则 


/ = ) d0 = 让 P(t)dt = 0(6) — O(a) 


再 者 ， 设 j 和 是 两 条 具有 同样 的 始 、 终 点 的 曲线 ， 则 和 和 的 反 
向 曲线 就 连接 成 一 条 闭 曲 线 加， 显然 有 


f “w= | “= | w=2rn) 
i 2 Yo 


其 中 n(%0) 是 闭 曲 线 绕 著 原 点 的 有 向 绕 数 (winding number)。 
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其 实 ， 我 们 还 可 以 把 上 述 有 意思 的 现象 作 下 述 推广 : 
设 U(zi;za) 是 一 个 在 了 \{(0,0)} 上 二 阶 连 续 


过 
EN 
> 


—CXo OU CX1 OU 
一 一 )Q 
2Z2 十 22 0 (及 


w= cwot+daU=( 


则 显然 有 : 
四 在 屯 \{(0,0)} 上 到 处 满足 如 = 组 这 个 必要 条 件 ; 


Ox1 


(ii) 对 于 了 2 \ {(0,0)} 中 任 给 闭 曲 线 和 


wp w = 2An(Yo)c 
Yo 


在 此 ， 我 们 还 可 以 进一步 提出 下 述 很 值得 我 们 作 更 加 深入 的 探索 的 问题 
A 必要 条 件 的 一 阶 连续 可 微 
一 次 微分 形式 w 也 都 具有 


人 = am0oje (其 中 c 是 一 个 随 w 而 定 的 常数 ) 
Yo 


再 者 ， 是 否 满 足 上 述 条 件 的 一 阶 连续 可 微 一 次 微分 形式 w 其 实 都 可 以 
表达 成 w= 二 cwo 十 dU 这 种 形式 ? 
(4) 三 维 欧 氏 空间 的 面积 分 与 向 量 场 : 

在 民 中 某 一 个 连通 开 子 集 万 上 定义 的 一 个 二 次 外 微分 形式 ， 都 可 
以 写成 


w= fi(x)dro A dzxs 十 户 (xjdzs Adzi + fa(x)dr1 A azs 
由 此 可 见 它 也 有 一 个 相应 的 刀 上 的 向 量 场 ， 即 
we F(x)= (fi(x), f2(x), f3(x)) 


如 [图 4-6] 所 示 ， 忆 是 万 中 的 一 片 曲 面 ，* 员 :0 一 民 是 的 一 个 取 定 
参数 表达 式 。 
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3 Op1 Op2 Op3 
YY2 一 Cor ? Bt ? Ot2 )at2 


LX2 


pl 6p Op3 
Ot1 Dll) Ot1 )ati 


[图 4.6] 


以 dll 和 dt 表示 在 tt 点 分 别 和 力 - 轴 和 to- 轴 平行 的 微小 位 移 。 在 映射 
利之 下 ， 其 相应 的 切 向 量 分 别 就 是 


Op1 Op2 Op3 Op1 Op2 Op3 
t 
(gr tt Veg Bp gp 


Vi 二 2 


由 此 可 见 Vi 人 V2 所 表达 者 乃 是 曲面 史上 相应 于 Q 中 的 坐标 小 格 ( 亦 
即 //(dti, dto) ) 的 那个 微 片 的 面积 和 方向 的 二 阶 遇 近 。 


设想 向 量 场 F(x) 乃 是 空间 中 一 个 给 定 的 流动 (How) 的 速度 向 量 场 ， 
则 它 在 单位 时 间 内 通过 习 的 上 述 微 片 的 液体 的 二 阶 和 逼近 就 等 于 


F(x) A 人 Vi 人 Vo 


= { ABO DEE + faBO) DE + (GC) DE ) dn A a 


TT 者 ， 乃 是 以 其 相应 的 F(x) 为 其 
流速 向 量 场 在 单位 时 间 内 通 过 曲面 呈 的 总 流量 是 也 。 


(5) 设 21 是 一 个 具有 乏 段 平滑 的 边界 的 定向 曲面 ， 则 它 在 每 一 点 的 两 
个 法 向 (normal directions) 也 就 有 了 其 正 、 负 之 别 。 再 者 ， 它 的 边界 也 
就 有 其 相应 的 定向 (如 [图 4-7] 所 示 ) 。 
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5 二 


>0 = >1 图 (—>,) 


> O51 


n_ 


[图 4.7] 


再 者 ， 如 [图 4.7| 所 示 ， 设 my 是 另 一 个 定向 曲面 ， 其 定向 边界 和 05 
相同 ， 则 21 和 ys 的 反 向 者 就 组 合成 一 个 空间 中 的 定向 闭 曲面 (oriented 
closed surface) 20， 其 正法 向 不 是 都 向 外 就 是 都 向 里 。 再 者 ， 易 见 


乙 0 >1 >2 


由 此 可 见 ， 以 F(X) 为 其 流速 向 量 场 的 流动 ， 其 单位 时 间 流 过 2 者 等 
于 其 流 过 >。 者 的 条 件 也 就 是 流入 0 者 等 于 流出 20 者 。 换 和 句 话 说 ， 
亦 即 上 述 流体 包含 在 那个 以 20 为 其 边界 的 三 维 区 域 之 内 的 液体 之 总 量 
是 守恒 的 。 


有 鉴于 某 一 个 区 域 之 内 的 液体 之 总 量 乃 是 其 所 含 的 局 部 各 小 分 块 之 
内 的 液体 之 总 和 ， 假 若 流体 对 于 其 所 含 的 每 一 小 分 块 都 是 守恒 的 ， 则 
它 当 然 对 于 以 20 为 其 边界 的 这 一 整 块 也 必然 是 守恒 的 。 再 者 ， 若 这 种 
局 部 化 的 守恒 性 普遍 成 立 ， 则 显然 也 就 有 全 局 化 的 守恒 性 对 于 那 种 其 
所 有 内 点 峰 具 有 局 部 守恒 性 的 三 维 区 域 恬 成 立 。 


(6) 局 部 守恒 性 的 微分 条 件 : 


由 上 可 见 ， 局 部 守恒 性 乃 是 一 种 自然 而 且 有 用 的 条 件 ， 而 微分 法 则 
是 求 得 其 解析 条 件 式 的 有 效 方法 ， 其 具体 做 法 乃 是 分 析 如 [图 4-8] 所 示 
的 坐标 小 块 的 守恒 性 在 dz1, dz 和 dzs 都 无 限 缩小 的 极限 式 。 其 实 ， 我 
们 只 要 计算 流体 在 单位 时 间 流 进 和 流出 这 个 坐标 小 分 块 的 流量 之 差 的 
三 阶 逼 近 ( 亦 即 略 去 高 于 三 阶 之 微量 ) 。 
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(zl)Z2 十 dz2;Z3 十 dzs) 


(zl 十 dzl;Zz2 十 dz2,Z3 十 dza3) 


(zl72;Z3 十 dzZ3) MA A | (zi+dzlirz273 十 dz3) 


Ee | (Z1 十 dzlz2 十 dz2;Z3) 


(ZT1,T2,T3) 人 zi 二 dzizazs) 


(Z1;Z2 十 dz2;Z3) 
[图 4-8] 
上 述 坐 标 小 方块 共有 上 、 下 ; 右 、 左 ; 前 、 和 后 六 个 面 。 其 方向 和 有 向 
面积 可 以 分 别 用 QZ1 人 QZ2， 一 QZ1 人 QZ2; QZ2 人 QZ3， 一 QZ2 人 QZ3; QZ3 人 QZ1， 
一 QZ3 人 QZ1 表达 之 3 由 此 可 见 < 其 上 下 两 面 出 人 入 之 差 帮 是 


户 (Z1， X2, 23 十 dx3)dz1 人 QZ2 一 户 (Z1， V2, TX3)d7r1 人 QZ2 


dri1 人 dro 人 和 八 dr3 (mod 高 于 三 阶 者 ) 


其 右 、 左 两 面 出 、 入 之 差 乃 是 
fi(z1 + dz1, To2, Ta)dr2 A dxs — fi(x1, 2, 73)dza N\ drs 


dri1 人 dro 人 和 八 dr3 (mod 高 于 三 阶 者 ) 


其 前 、 和 后 两 面 出 、 入 之 差 乃 是 
户 (Zi za + dz2, Ta)drs A dx1 — fo(X1, TX2, T3)dr3 Ndr1 
of 


V2 


dri 人 人 dro 人 和 八 dr3 (mod 高 于 三 阶 者 ) 


所 以 将 出 入 上 述 坐 标 小 分 块 的 流量 除 以 其 体积 元 素 dvi1 人 dxo 人 dx3 和 后 再 
求 其 在 dz1, dza, dx3 都 趋 于 零 的 极限 值 ， 其 所 得 即 为 

9h 9h， 2 

OX1 Ox» Oxs 
称 之 为 所 给 流动 在 xX 点 的 发 散 量 (divergence)， 而 发 散 量 在 该 点 等 于 0 
则 是 流动 在 该 点 的 局 部 化 守恒 性 的 微分 条 件 式 ， 亦 即 
(二 + 过 + 下) = 前 
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若 所 给 的 流动 (或 其 所 相应 的 一 阶 可 微 二 次 外 微分 形式 w) 在 某 一 开 域 
刀 上 到 处 满足 上 述 条 件 (*)， 则 称 之 为 在 D 上 无 发 散 (divergence free) 
的 流动 (或 二 次 外 微分 形式 ) 。 
(7) nn- 维 欧 氏 空间 的 超 曲 面积 分 与 向 量 场 

在 (4) 中 对 于 n= 3 的 情形 的 研讨 ， 可 以 直截了当 地 推广 到 一 般 的 
情形 。 首 先 ， 定 义 于 R" 中 某 个 开 子 集 DD 上 的 一 个 (n 一 1)- 次 外 微分 形 
式 ， 都 可 以 写成 

w= fi(X)dr2 AN...AMNdzn 一 户 (x)dzlAdzs 和 .Adzn 
+ 二 (1 f(x)driA...Adrn 1, xED 

所 以 它 也 同样 地 有 其 相应 的 万 上 的 向 量 场 ， 即 为 


F(x) = (f1(X), f(x),... , fn(x)) 


设 忆 是 万 中 的 一 片 超 ( 亦 即 (n 一 1)- 维 ) 曲面 ， 和 :0 一 了 是 了 的 一 
个 取 定 参数 表达 式 ， 即 


而 且 满 足 规则 性 条 件 


0 Opn, | 
(给 2 ) 1l1<7<n—1 


) 
ee i (线性) 逼近 就 是 
VI 人 人 .. A 1]°。 所 以 其 相应 的 n- 维 流动 a flow) 在 单位 时 
间 内 通过 超 曲面 避 的 上 述 微 片 的 流量 的 (n 一 1)- 阶 遇 近 就 等 于 


总 是 线性 无 关 的 。 令 J/(dti,... ,dtn1) 是 Q 中 的 坐标 小 分 格 ， 则 其 
( 
( 


F(x)AviA 人 .. w= {i (t 


O(p1, p3,... ,Pn) O(p1,... ,Pn-1) 
oe 


由 此 可 见 ，(n 一 1)- 维 曲面 积分 人 ww 所 表达 者 乃 是 以 其 相应 的 下 (x) 为 
其 流速 向 量 场 的 nn- 维 流动 在 单位 时 间 内 通 过 超 曲 面 > 的 总 流量 是 也 。 
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(8) 同样 地 我 们 也 可 以 验证 n- 维 流动 的 局 部 守恒 性 的 微分 条 件 乃 是 其 发 
散 量 等 于 0， 即 


其 验证 是 n= 二 3 的 情形 的 直截了当 的 推广 ， 留 作 习 题 。 


4.2.4 习题 
(1) 由 箭 氏 坐标 (zl 2) 和 极 坐 标 (7,0) 之 间 的 变换 公式 ， 亦 即 


X1=rcos0, 7z2=7sing (zf + v2 二 72) 


dx» = sin bdr 十 rcos0a0 
把 它 想 成 是 dr 和 dg 的 线性 方程 组 ， 试 求解 dy 。 
(2) 斌 构造 一 个 在 万 = R*\{( 土 1,0)} 上 一 阶 连续 可 微 的 一 次 微分 形式 ， 
它 对 于 万 中 的 任 给 闭 曲线 的 线 积分 之 值 为 


{ dzl = cos Odr — rsin 9d0 


fs = 27cl171 + 27c2n2 


其 中 cl ca 是 任 给 常数 而 nl 和 ma 则 分 别 是 y 对 于 (1,0) 和 (1,0) 的 
定向 绕 数 。 

(3) 试问 是 否 可 以 把 你 的 构造 法 推广 到 平面 上 任 给 有 限 个 点 的 情形 ? 
(4) 如 [图 4-9|] 所 示 ，Q C R? 是 平面 上 的 区 域 ， 其 边界 0Q 是 一 个 一 阶 
连续 可 微 的 简单 闭 曲线 。 
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试 以 图 解说 明 -ydz 和 /zdy 都 是 Q 的 定向 面积 。 (注意 80 的 
定向 和 Q 的 定向 是 密切 相关 的 。 如 [图 4.9] 所 示 者 ， 是 Q 取 正 向 的 情 
形 。) 由 此 可 见 ， 也 有 


1 
| =(Zdy — ydx) = Area(O) 
50 2 


(5) 设 QQ 是 一 十 发 入 1 所 描述 的 椭圆 内 部 ， 则 99 可 以 用 v= acos90， 
/=bsinb0<0O<27r, 加 以 参数 描述 。 试用 它 来 计算 


1 
Area(0) = / =(Zdy — ydz) 
an 2 


(6) 球面 上 的 极 坐标 与 其 面积 元 素 (area element) : 球面 具有 极为 丰富 的 
对 称 性 。 例 如 它 对 于 其 任 给 「 直径 」 是 旋转 对 称 的 ， 一 如 地 球 的 自转 
乃 是 对 于 南北 极 连 线 为 轴 的 旋转 对 称 性 的 具体 表现 。 如 [图 4-10] 所 示 
， 我 们 取 球 的 半径 为 单位 长 ， 则 球面 上 任 给 南北 极 之 外 的 点 忆 可 以 用 
(0,p) 作为 其 坐标 ， 其 中 0 是 忆 点 到 北极 的 球面 距离 而 则 是 过 成 点 
的 经 线 和 选 定 的 基准 经 线 的 夹 角 。 


Vp 
(0,27) (7,27) 
中 
SS 
dy A 人 do 
(0,0) (7,0) 0 


| 图 4-10 | 
令 (Zi 力 起 为 斑点 在 下; 中 的 笛 色 坐标 ， 则 有 
BP: X=sin0cosy, Y=sin0sing, z= Cos 


试 求 在 (9,p) 坐标 面 中 的 小 格 //(d0,dy) 的 再 之 映 象 的 球面 面积 的 二 阶 
逼近 ( 称 之 为 球面 坐标 的 面积 元 素 ) 。 
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(7) 试用 习题 (6) 中 所 得 的 结果 求 单位 球面 的 面积 ， 并 将 你 的 计算 和 当 
年 Archimedes’ 的 球面 面积 公式 之 论证 作 一 比较 分 析 (参看 第 四 册 82.3 
的 例 (3)) 。 
(8) R? 的 球 坐 标 (p,0,p) 和 稍 氏 坐标 (1,y,z) 之 间 的 变换 公式 是 (如 [图 
4-11] 所 示 ) 


T=psin0cosyp, Y=psin0sing, z= pcos0 


> 


试 改 用 球 坐 标 计 算 


站 ety te) dr A dy Adz 
R3 


(9) 试 求 dz 人 dy, dy 人 dz, dz 人 dx 改 用 球 坐 标 (p,0,%) 的 各 自 表 式 。 然 后 
再 把 它们 想 成 dp 入 d0, dp 人 dw, d09 人 入 dy 的 三 元 联 立方 程 组 。 用 代数 方法 
求解 sin 90d09 人 dp ( 它 乃 是 单位 球面 上 的 面积 元 素 ， 参 考 习 题 (6)) ， 其 
所 得 乃 是 定义 于 了 \{(0,0,0)} 上 的 二 次 外 微分 形式 ， 即 有 : 

wo = fi(z,Yy, dy Adz+ fo(z,y, 2)dz A dr + falrt,y, 2)dr Ady 
试 说 明 wo 所 相应 的 向 量 场 的 几何 意义 。 
(10) 上 述 二 次 微分 形式 wo 用 是 习题 (1) 中 d0 的 自然 推广 。 试 验证 其 相 
应 的 向 量 场 下 (z;,Vy 2z) 用 是 无 发 散 量 (divergence free) 者 。 
(11) 设 @ 是 权 中 的 区 域 ， 其 边界 是 由 一 片 片 可 微 曲面 组 合 而 成 者 。 斌 


十 
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(12) 试 构造 类 似 于 习题 (3) 在 三 维 中 ， 二 次 微分 形式 的 推广 。 
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在 本 章 的 第 一 节 中 ， 我 们 研讨 了 一 个 兄 个 自 变 元 的 函数 f(x) 在 给 定 
的 有 界 闭 区 域 D 上 的 积分 ， 即 万 jxjdzl 和 .Adzn。 接 著 在 第 二 节 中 
， 我们 进而 把 积分 推广 0 多 关系 的 范畴 ， 如 线 积分 、 面 积分 和 

/=- 维 的 面积 分 等 等 。 在 一 般 情 况 ， 其 所 要 积 者 (integrand) 乃 是 一 个 定 
1- 维 开 子 集 DD 上 的 ， 式 w， 而 其 所 积 之 范围 (domain 
of integration) 守则 是 DD 中 的 一 种 定向 的 全 维 几何 事物 (k-dimensional 
geometric objects)， 通 常 是 一 个 k- 维 的 定向 曲面 或 由 好 些 片 k- 维 定向 曲 
面 接合 (match up) 而 成 者 。 总 之 ， 一 个 次 外 微分 形式 w 在 这 种 定向 
的 j- 维 几何 事物 上 的 积分 可 以 归于 w 在 其 组 成 之 各 片 [- 维 定向 曲 
面 上 的 积分 之 总 和 而 定义 之 。 再 者 ，DD 中 一 个 具有 局 部 坐标 化 的 有- 维 
定向 曲面 站， 其 实 乃 是 一 个 由 hk- 维 t- 空 间 的 一 个 区 域 9 到 万 中 的 映 
象 ， 即 有 

R30 SicpceR 
U U 
t > Bt) = (Pp1(t),... ,pn(t)) 


而 且 满 足 规则 性 条 件 。 在 上 一 节 我 们 证 明了 : 


= 人 


而 其 共同 值 则 定义 为 sw。 所 以 在 本 质 上 ， 一 般 的 h- 维 积分 帮 w 万 是 
通过 局 部 坐标 映射 四 :9 一 台 把 它 归于 第 一 节 中 所 讨论 的 及 个 自 变 元 
涵 


的 函数 的 积分 ， 亦 即 
上 
2 QQ 


本 节 的 中 心 课题 是 如 何 把 微 积分 基本 定理 推广 到 多 元 、 多 关系 的 范 晓 
。 在 单元 微 积分 的 基本 定理 乃 是 


/ df = fF(0) ~ f(a) 
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df 乃 是 一 个 单元 的 一 次 微分 形式 ， 而 上 述 积 分 则 是 它 和 一 维 的 有 向 线 
身 [a,] 相 结合 之 所 得 。 在 此 不 妨 采 用 线性 代数 中 讨论 对 偶 空间 (dual 
space) 所 用 的 符号 ， 即 用 : <df,[a, 四 > 表达 [df。 采用 这 种 符号 意味 
著 我 们 将 试 著 把 一 次 微分 形式 和 一 维 有 向 线段 看 成 互相 对 偶 的 事物 ， 而 
由 Qf 则 就 是 这 两 种 互相 对 偶 的 事物 相互 结合 所 产生 之 值 。 让 我 们 把 这 
种 对 偶 性 的 想法 下 推 到 0- 次 和 0- 维 的 情形 : 一 个 函数 f(z) 可 以 看 做 一 
个 0- 次 微分 形式 ， 而 一 个 带 有 正 、 负 号 的 点 集 组 合 则 可 以 想 成 是 一 种 
0- 维 定向 几何 事物 。 例 如 有 向 线段 [a,0] 的 边界 就 应 该 是 {0} 一 {a}， 即 


ola, 0b] = {0} — {a} 
如 此 顺理成章 ， 我 们 应 该 把 一 个 函数 f(z) 和 带 有 正 、 负 号 的 点 集 相 互 
结合 之 所 得 定义 为 Flz) 在 这 些 点 上 的 函数 值 的 代数 和 。 例 如 
<f,ola,bl>= f(0 — f(a) 
采用 这 种 隐 含 对 偶 性 的 符号 来 表达 微 积 分 基本 定理 ， 其 形式 即 为 
<df,la,b|>=</,ola,d|> 
用 线性 代数 中 对 偶 空间 的 观点 来 看 ， 则 是 求全 微分 运 痕 “dq” 和 求 边 界 
运 算 “6” 万 是 互相 对 偶 的 线性 映射 。 


上 述 讨论 其 实 只 是 采取 一 种 新 的 观点 来 表达 原来 的 微 积 分 基本 定理 
， 其 好 处 是 促使 我 们 想到 在 高 维 的 微 积分 中 也 应 该 有 一 种 求 微分 的 运 
算 “@" 使 得 


cor>= 人 oo=- 人 -<wpz> 
如 0 


这 也 就 是 我 们 现在 要 去 探索 的 外 微分 (exterior differentiation) 和 微 积 分 
基本 定理 的 高 维 推 广 。 

首先 ， 让 我 们 来 分 析 一 下 nn 二 二 2 而且 DD 是 一 个 坐标 矩形 的 情形 
。 设 ww 二 f(z1,T2)dT2， 而 且 f(z1,7X2) 一 阶 连续 可 微 。 如 [图 4-12| 所 示 
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2 因为 WwW 不 含有 QZ1， 


皮 A ff) + {fern)dss 
| [f(b, x2) — fla, x2)]dz2 = 下 { [ 让 dr dn 
/和 : 


[ 图 4-12] 
接著 ， 再 来 看 一 下 w = g(x1,X2)dx1 的 情形 。 因 为 w 不 含有 dxs， 


b a 
站 9(21; To) dr1 | g(x1, oan+ g(x1, d) dzx1 
oD a 


dr 


结合 上 述 两 种 特殊 情形 的 分 析 ， 即 得 下 述 公 式 ， 即 


本 
| 于 + 中 | 


其 中 万 万 是 一 个 坐标 和 矩形 。 由 此 可 见 ， 我 们 应 该 把 一 个 一 阶 连 续 可 微 
的 一 次 微分 形式 内 = 2 | 所 (x)dxi 的 外 微分 定义 为 


1 8 oh 
0 ( OX» 吉 过 


QZ1 人 QZ2 


x 


QZ1 人 dX» 


x 
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则 公式 
<dw,D>=<w,0D> 


至 少 在 万 是 坐标 矩形 的 情形 是 成 立 的 。 再 者 ， 昂 见 


afi 人 QZz1 十 dh 人 QZ2 


三 下 二 和 A azl 十 Bd fs NM dx» 
OX1 Oz» Oz» 
O Ofo O 0 
= 2d 和 A dzi 十 Bd 和 A dx» 二 i 十 让) azl A dzx2 = dw 


【 Green's 定理 】: 设 QCR 是 一 个 有 界 闭 区 域 ， 其 边界 0Q 是 由 逐 段 
可 微 曲 线 所 组 成 者 ; 


w= fi(x)dzri+ 户 (xjdza 


是 定义 于 一 个 包含 Q 的 开 区 域 D 上 的 一 阶 连续 可 微 一 次 微分 形式 ， 则 


(oj 9f 
(大 ) | 2= /ww d= (- Be do A an, 


证 明 : 首先 ， 前 述 分 析 业 已 证 明了 Q 本 身 就 是 坐标 矩形 的 特殊 情形 
。 再 者 ， 设 Q 可 以 分 解 成 Q 和 Q2 如 [图 4-13] 所 示 的 接合 : 


[ 图 4-13 ] 
则 9Q1 和 609。 在 它们 接合 的 共同 边界 上 的 定向 相反 ， 所 以 具有 下 述 线 


积 分 的 ] 加 性 
O01 00» DO 


而 面积 分 的 可 加 性 则 是 显然 的 。 由 此 易 证 (让 - 式 在 Q 乃 是 由 有 限 个 从 
标 矩 形 接合 而 成 的 情形 也 总 是 成 立 的 。 
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如 [图 4-14 所 示 ， 我 们 可 以 用 逐步 扩大 的 QQ 的 子 区 域 {Q4} 去 穷尽 
Q (参看 84.1) ， 而 它们 本 身 都 是 由 有 限 个 坐标 短 形 接合 而 得 者 。 因 为 
{Q\Qx} 的 面积 在 大 一 co 时 趋 于 0， 则 显然 有 


lim d= | 


所 以 我 们 只 需要 再 去 验证 limk-oo jao w 二 /pow。 论证 之 如 下 : 


We (dz1 ,dz2) 


[ 图 4_14 ] 


由 所 设 0Q 是 分 段 可 微 的 ， 所 以 它 的 微 段 可 以 用 放大 播 图 中 的 有 向 线 
段 : (dzi,dz2) 为 其 一 阶 逼 近 ， 而 其 相应 的 0 的 微 段 则 为 (dx1,0) 和 
(0,dzaj。 设 =>0 是 任 给 正 数 (不 论 有 多 小 ) ， 由 万 (xj) 和 户 (x) 的 连 
续 性 可 见 ， 只 要 把 上 取得 足够 大 ， 所 (x) (及 万 (x) ) 在 99 的 微 段 和 其 
相应 的 0Q4 的 微 段 之 取 值 之 差 总 是 小 于 s。 由 此 即 得 


on Ox 


lim "= | W 
4 一 oo J on 00 


< {(00)e 


亦 即 证 得 


这 样 也 就 证 明了 


| .2= 2m | =m | = 
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【 Gauss 定理 】: 设 QcR 是 一 个 3- 维 的 有 界 闭 区 域 ， 其 边界 9 是 
由 逐 片 可 微 的 曲面 所 组 成 者 。 设 
w= fi(x)drs AN drst fo(x)dr3 Adzl 十 户 (x)dzl NM dr2 
是 定义 于 一 个 包含 Q 的 开 区 域 万 之 上 的 一 阶 连续 可 微 二 次 外 微分 形式 
9 风 


3 Of 
(#) 站 w = | dw, dw = “ | dz A drx2 A dxs 
60 9 jl Or: 


证 明 : 直接 验算 ， 即 有 


afi 人 dx» 人 QZ3 十 ah 人 QZ3 人 dx1 十 afs 人 dx1 人 hn 
of 


O O 
= dri A az 和 A 人 aza 十 Oe A dz3a A dzl 十 Oy NM dx1 NM dX» 
OX1 Oz» DO73 


3 
Ofi 
-( EE) a nda 


Et OT 


一 如 前 述 Green's 定理 的 证 明 ， 让 我 们 先 来 验证 Q 是 坐标 矩形 的 特殊 情 
形 ， 即 


0o={fxa<c<uo1l<I<3)} 
再 者 ， 令 
w1l 三 万 (xjaza Ndzxs, wa = fo(x)drsa Adzl， ws = fs(x)dr1 Adza 
则 上 述 验 证 显然 可 以 归于 


| “= a l1<i<3 
Qo Qo 


的 各 别 验 证 。 


Qo 1 


4 | , 


[ 图 4-15] 
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如 [图 4-15] 所 示 ，3- 维 坐标 和 矩形 Qo 共有 上 、 下 ; 右 、 左 ;前 、 和 后 这 六 
个 面 9 因为 CU1 只 含有 dx» NM dx3 项 > 所 以 ji 除了 在 前 和 后浪 悖 玛 
n 分 之 外 ， 其 他 四 面 之 积分 辟 显 然 为 0， 即 有 


人 WE 二 [fi (bi1, 72; 73】 — fi(a1, 2,23)| dr2 A ds 
Qo D1 


其 中 Di { (x2, T3); C2 < V2 bs, CQ3 < V3 Ai bs3}° 再 以 微 积 分 基本 定 理 
将 [f(bi, Yo, TY3) 一 fi(a1, Za)Zs)] 代 以 


b 
0 
， 3 dn 

即 得 

W1 二 / 由 ea) dx 人 QZ3 

OQ0 Di al Ox1 
= 小 8 A dz A dx3 = ) dw1 
Qo OX1 Qo 

同 理 亦 可 验证 


, LU2 a dw 和 LU3 S| dws 
O00N0 Qo OQ0o Qo 


三 者 两 侧 各 别 相 加 即 得 
) 久生 dw 
O00 Qo 


同样 地 ， 当 Q 可 以 分 割 成 Q| 和 Q, 相 接 而 成 者 ， 则 90; 和 80。 的 共 
同 面 上 的 定向 相反 。 由 此 可 见面 积分 对 于 这 种 接合 的 可 加 性 ， 即 


| w+/ W 
an OQ1 ON2 


而 体积 分 的 接合 可 加 性 则 是 显然 的 。 由 此 可 见 ( 芭 - 式 在 Q 乃 是 有 限 个 
3- 维 坐标 矩形 接合 而 成 的 情形 也 总 是 成 立 的 。 


最 和 后， 我们 也 同样 地 可 以 用 逐步 扩大 的 Q 的 子 区 域 {Q4%} 去 穷尽 Q 
(参看 84.1) ， 而 它们 本 身 则 都 是 由 有 限 个 3- 维 坐标 和 矩形 接合 而 得 者 


， 即 有 
| “= | dw 
OQ Ax 


第 四 章 ， 外 微分 与 多 元 积分 


对 于 所 有 Qu 左 成 立 ， 而 且 


lim d= | 
ko00 on Q 
所 以 我 们 只 需要 再 验证 limp、 fs0 Ww 一 Jaqow， 兹 证 之 如 下 : 

为 此 ， 我 们 不 妨 分 别 验证 limk oo Jia wi = Jiawip1<i<3， 而 它们 
各 别 的 验证 几乎 是 完全 一 样 的 。 所 以 在 此 仅 详 述 i 二 1 的 情形 : 

由 所 设 0Q 是 分 片 可 微 的 。 再 者 ， 对 于 任 给 5>0 (不 论 其 有 多 小 ) 
”只 要 把 上 取得 足够 大 ， 则 80Q4 业已 包含 在 和 9 相距 小 于 6 的 那个 薄 
层 之 内 。 对 于 00 (或 6Q ) 的 每 个 微 片 ， 在 求 wi 的 面积 分 时 ， 只 有 其 
在 dr2 信 dxs 方向 的 分 量 ( 亦 即 重 直 投影 ) 才 有 非 零 之 值 。 再 者 ，0Q 上 
的 微 片 可 以 分 成 两 类 ， 第 一 类 是 在 它 的 26 邻近 具有 相应 的 0Q 上 的 往 
片 ， 它 和 前 者 具有 相等 的 dzs 人 dxs 方向 的 分 量 ; 而 其 他 部 分 则 为 第 二 
类 。 只 要 把 天 取得 足够 大 ， 属 于 第 二 类 的 那 种 微 片 的 重 直 投影 的 绝对 
值 之 和 就 可 以 小 到 任意 小 。 另 一 方面 ， 由 户 (x) 的 均匀 连续 性 易 见 wl 
在 所 有 第 一 类 微 片上 的 积分 和 与 其 在 90k 上 相应 的 积分 和 两 者 之 差 也 
是 可 以 小 到 任意 小 的 。 这 也 就 验证 了 


lim WI] | WI1 
ko00 ple aQ 


天 一 co Be aQ 


三 者 相 加 ， 即 得 所 需 证 之 


天 一 co Bre aQ 


| “= Em w= lim d= | 
on pco J on, oo Jo, o 
设 0 CR"” 是 一 个 有 界 的 n- 维 闭 区 域 ， 其 边界 9Q 是 由 逐 片 可 微 超 
曲面 所 组 成 者 。 设 
大 三 SCD) de A A dr Adr AN... Ndrn 


?一 1 


同 理 亦 可 验证 


亦 即 有 


基础 分 析 学 之 二 


4.3， 外 微分 和 微 积分 基本 定理 的 高 维 推 广 87 


是 定义 于 一 个 包含 Q 的 开 区 域 D 之 上 的 一 阶 连续 可 微 的 (n 一 1) 次 微 


~ Of 
w= | dw, dw = azZl1A... Adazn 
/ (> 世 ) 9 


1 


证 明 : 和 3- 维 的 情形 基本 相同 。 读 者 试 自 证 之 。 


4.3.1 ”外 微分 和 广义 Stoke’s 定理 


一 个 连续 可 微 函 数 f(x) 也 可 以 想 成 是 外 微分 形式 的 特例 ， 亦 即 0- 次 
者 也 。 在 这 种 最 低 次 的 情形 其 外 微分 也 就 是 它 的 全 微分 ， 即 


#2 
i=1 


设 y 是 f(x) 的 定义 域 万 中 的 一 条 可 微 曲线 段 ， 其 始 、 终 点 分 别 是 x0 
、xi。 把 微 积分 基本 定理 用 到 单元 函数 fy( 站 )， 即 得 


| = Fe) -ya 


亦 即 
<df,y7>=<f,0)> 

再 者 ， 前 面 所 研讨 的 Green's 定理 和 广义 Gauss 定理 证 明了 
<dw,0>=<w,00> 


在 是 n 维 ，w 是 (n 一 1) 次 的 情形 ， 其 中 外 微分 “d” 的 定义 是 


b> fidz1 八 ... 信 dXi_1 人 QZi+1l 和 从 | 
i 二 1 


= > dfiAdziA... Ndr A dritih... Ndren 


?一 | 
本 分 节 所 研讨 的 课题 是 如 何 对 于 其 他 次 数 ( 亦 即 0<k<(n 一 1)) 的 外 
微分 形式 定义 其 外 微分 运算 ， 使 得 


<doz>=- [a= | w 一 <w;O02 > 
5 05 
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】 
一 ) 全 微分 满足 下 述 两 个 基本 、 好 用 的 运算 律 ， 即 
Qi) (线性 ) d(a 有 十 caf2)= 二 Cid 二 codf。 (ci 是 常数 ) 
(i) df :9)=d:g9+f:dg 
我 们 所 要 探索 的 外 微分 乃 是 全 微分 的 推广 ， 所 以 它 自然 也 应 该 有 类 似 
的 运算 律 ， 即 
(i) d(ciw1 + C2W2) = C1dW1 十 cdws 
(ii)’ d(wi Aw2) = dw Nws tt (—1) wi A dw 
其 中 是 wi 的 次 数 。 
[ 注 ] : 因为 外 积 的 斜 对称 性 ， 即 
wlAuwz=(-1H4euosAwl (degwi = k, degwo = 
(这 中 的 (-1 闪 是 必须 的 。 例 如 在 大 =Z=1 的 情形 若 不 加 (-1)*， 就 会 
产生 下 述 矛 盾 : 


d(wl 人 Ww2) 一 一 d(ws? 人 wi1) 
> dw 人 wot wh dw = 一 (dus Nwi 十 wa A dwi) 
一 2d(wi 人 wo2) 一 0 
对 于 任 给 一 次 微分 形式 wi, ws 第 成 立 ， 此 事 显然 不 对 。 但 是 采取 (i/ 
则 有 
d(wi 人 wo2) 一 dw1 八 Wo 一 WI1 作 dws 
一 d(ws 人 wi1) 一 —{dw» 八 Wl 一 Wo 和 dwi) 
一 dwW1 NN Wo 一 Cl 人 dws 


而 不 产生 矛盾 。 由 此 可 见 ， 在 (ii) 中 加 上 (-1) 这 种 更 改 乃 是 外 积 的 
斜 对 称 性 所 使 然 者 也 。 
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外 
瑟 


<df,y7>=<f,0)> 
易 见 上 df 对 于 任 给 闭 曲 线 7 恒 为 0。 由 此 可 见 ， 假 如 要 使 得 广义 Stoke’s 
定理 对 于 二 2 的 情形 成 立 ， 则 其 中 所 用 的 外 微分 “qd” 必须 使 得 d(df) 三 0 
， 因 为 
<da(df),>>=<df,0Y>=0 


(三 ) 设 “dq” 是 满足 (和 dg 三 0 者 ， 则 


一 中 人 A(dgiA. .Adgi 二 ddq 和 .Adogp) 


由 此 可 见 ， 下 述 定义 之 外 微分 运算 “d” 乃 是 唯一 能 够 具有 运算 律 (i)， 
Gi) 和 df 三 0 者 也 。 所 以 顺理成章， 即 有 下 述 外 微分 之 定义 : 


【定义 】 : dl >， haan A des | 


1<ii<...<in <n 


一 > Cj 人 QZ AA di 
1<i<...<irg<n 


[ 注 ] : 在 全 微分 的 讨论 中 ， 我 们 业已 指出 ， 公 式 


不 但 在 {zi} 是 自 变 元 时 成 立 ， 而 是 不 论 Ti 是 自 变 元 或 应 变 元 总 是 普遍 
成 立 的 。 此 事 至 关 重 要 ， 因 为 在 多 元 、 多 关系 的 数理 分 析 中 ， 那 些 是 
自 变 元 ， 那 些 是 应 变 元 乃 是 一 种 因 地 (或 因 时 ) 制 宜 的 一 种 选用 吧 了 
。 所 以 在 分 析 学 中 的 重要 公式 ， 是 很 有 必要 把 它们 从 自 变 元 的 选取 的 
| 依赖 性 」 中 解放 出 来 的 。 在 上 述 外 微分 的 定义 式 中 ， 骤 看 起 来 ， 好 
像 是 用 到 {zi} 乃 是 自 变 元 的 。 其 实 ， 在 {zi} 不 是 自 变 元 时 ， 上 述 公式 
依然 成 立 ! 因为 上 述 公式 万 是 性 质 (i), (ij)' 和 qd2zi; 三 0 的 结论 。 由 此 可 
见 ， 外 微分 运 工 d 还 有 下 述 重 要 的 性 质 : 
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设 GB 是 将 有- 维 t- 空 间 中 的 区 域 0 映射 到 一 个 外 微分 形式 w 的 定义 
域 DD 之 中 的 一 阶 可 微 映射 ， 即 


RDO 2 DCcR" 
山 山 
t > P(t) 
B(t) = (Pp1(t),... , Pn(t)) 


令 B*(w) 是 将 w 中 的 zi 代 以 pi(t) 之 所 得 ， 则 有 
dB*(w) = B* (dw) 


把 上 述 性 质 应 用 到 十 :0 一 避 C D， 且 满足 规则 性 ， 而 w 则 是 (一 1)- 次 
微分 形式 的 情形 ， 即 可 证 明 下 述 广 义 Stoke’s 定理 : 


【广义 Stoke’s 定理 】 


<dop>= /a= | w 王 <w;,O2 > 
习 6 


证 明 : 设 :QQ 一 台 是 上 有- 维 曲面 的 局 部 坐标 化 ( 亦 即 参数 表示 ) 。 


则 有 


再 者 ， 由 k- 维 Gauss 定理 即 有 


| ®0= /a= fw)= | 


[ 注 ] : 上 述 广义 Stoke's 定理 乃 是 微 积分 基本 定理 在 多 元 、 多 关系 的 分 析 
学 中 的 自然 推广 ， 其 应 用 之 范畴 既 深 且 广 ， 真 可 以 说 是 妙用 无 穷 者 也 
。 本 书 限于 篇 幅 和 尽 可 能 维持 所 讨论 的 课题 是 既 基 础 又 初等 之 选择 ， 
将 仅仅 以 几 个 直接 推论 和 简单 的 例题 习题 作 一 初步 简介 。 


4.3.2 ”例子 


(1) 设 w 是 一 个 定义 于 权 中 一 个 单 连通 的 闭 区 


域 D 上 的 一 阶 连续 可 微 的 一 次 微分 形式 。 若 雏 三 强 ( 亦 即 dw =0) 
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则 存在 D 上 一 个 二 阶 可 微 的 函数 U， 使 得 w= 二 dU ( 亦 即 ww 乃 是 一 个 
全 微分 ) 。 

证 明 : 如 [图 4-16] 所 示 ， 设 1 和 和 o 是 DD 中 任 给 两 条 具有 同样 的 
始 、 终 点 的 曲线 。 则 和 和 和 Yo 的 逆向 所 组 成 者 乃 是 刀 中 一 个 定向 区 域 
QQ 的 有 向 边界 。 


V2 
个 
万 
1 2 
| 图 4-16 | 


由 Green’'s 定理 和 所 设 dw 三 0 即 有 


f «f=) “= /=0 
Y1 2 OO 0 


亦 即 [w 仅仅 和 了 的 始 、 终 点 有 关 。 所 以 对 于 选 定 起 点 a 的 所 有 曲线 
贱 吧 万 是 其 终点 的 函数 ， 即 可 定义 


ro= 上 (Y 以 a 和 xX 为 始 、 终 点 ) 
YY 


不 难 验证 如 此 构造 的 U(x) 的 全 微分 就 是 w [其 验证 留 作 习题 ] 。 


(2) 设 w 是 一 个 定义 于 如 [图 4-17] 所 示 的 开 区 域 D 上 的 一 阶 连续 可 微 
一 次 微分 形式 ， 而 且 dw 三 0。 


> 必 ] 


[ 图 4_17 ] 
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设 放 和 人 力 是 万 中 两 条 同 向 地 绕 万 的 空洞 (可 能 仅仅 是 原点 这 一 个 点 ) 
一 周 的 简单 闭 曲线 (simple closed curve)， 则 和 1 和 和 o 的 递 向 所 组 成 者 ， 
万 是 万 中 一 个 定向 区 域 0 的 定向 边界 09。 同样 的 ， 由 Green's 定理 和 
所 设 dw 三 0， 即 有 


fo-f«=/ “= /=0 
Y1 2 on Q 


亦 即 这 样 的 两 条 定向 闭 曲 线 的 线 积分 恒 相 等 。 由 此 不 难 稍 作 推广 ， 得 
知 万 中 一 条 定向 闭 曲 线 1 的 线 积分 /Ww 仅仅 和 它 对 于 万 的 空洞 的 定 
向 绕 数 有 关 ， 亦 即 有 公式 : 


2 => 


其 中 Cc 是 一 个 随 w 而 定 的 常数 。 令 


一 Z2Q21 2Z1Q2o2 


Wo 二 
2Z2 十 Z2 X99 十 2 


不 难 验 证 


W = w — Cwo 


满足 0 三 0 而 且 对 于 任 给 刀 中 逆 曲 线 恒 有 


[3=/%- /w=0 
7 7 7 


由 此 多 人 证 介 乃 是 DD 上 的 一 个 二 阶 连续 可 微 的 部 数 U 的 全 微分 ， 亦 即 : 
w=cwot+daU, (xE€D) 


【习题 】 : 试 将 上 述 讨 论 推广 到 万 有 多 个 空洞 的 情形 。 


(3) 在 第 四 册 第 五 章 中 ， 我 们 由 弧 长 第 一 变 分 公式 得 出 一 个 抽 稍 旋转 面 
中 ， 曲 线 的 曲率 公式 为 
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再 者 ， 设 是 其 中 一 个 给 定 的 区 域 ， 其 边界 99 分 段 连 续 可 微 ， 则 有 
其 Gauss-Bonnet 公式 ， 即 


27 一 让 rg(s)ds 一》 ai = | -加 dA 


回顾 其 证 明 乃 是 : 


27 一 je Kg(5)ds 一 O_o 


(> 四 os da 一 De) 一 J f(r)ag 


一 | f'(r)d0 = S| f"(r)dr 和 人 d09 (Green's 定理 ) 
60 9 


-人 (- 员 ) 4 dA= f(r)arAdb 


所 以 其 证 明 的 关键 就 是 运用 Green's 定理 。 这 个 公式 把 边界 的 曲线 曲率 
和 区 域 中 每 点 的 曲面 曲率 的 关系 得 以 明确 。 

(4) 在 84.2.4 的 习题 (4)， 我 们 要 读者 以 图 解说 明 fs 一 ydzr, [so zdy 都 等 
于 上 的 定向 面积 。 其 实 ， 它 们 乃 是 Green's 定理 的 特例 是 也 。 这 也 就 是 
说 ， 即 使 像 来 面积 这 样 简单 的 问题 ，Green's 定理 依然 是 有 其 用 武之 地 
的 (这 当然 是 一 种 大 才 小 用 ) 。 


[ 义 上 是 对 于 朴 : 中 的 线 积 分 和 Green's 定理 的 一 些 实例 的 讨论 。 接著 让 
我 们 讨论 关于 了 3 中 的 线 积分 、 面 积分 的 一 些 实例 。 因 为 R? 乃 是 我 们 
和 万 物 共 存 于 其 间 者 ， 所 以 下 面 所 要 讨论 的 实例 就 更 有 其 现实 的 意味 
和 重要 性 。|] 

(5) 在 了 中 的 一 个 连续 可 微 一 次 形式 wl 有 其 相应 的 向 量 场 F(x)， 亦 即 

wi = Fi(x): dx 
而 一 个 RR 中 的 一 个 连续 可 微 的 二 次 形式 ws 又 有 其 相对 应 的 向 量 场 ， 即 
wa = gi(X)dzr2 MN dzx3 + ga(X)dr3 Adzl 十 gs(x)jdzl NM dx2 


F2(x) = (91(X), g2(X), 93(Xx)) 
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假如 我 们 从 一 个 可 微 向 量 场 


Fi(x) = (fi(x), fo(Xx), f(x)) 
出 发 ， 先 求 其 相应 的 一 次 形式 ， 即 


-D0 )ax: 


然后 再 求 其 外 微分 ， 即 有 
3 
w2 二 dw1 = >》 只 A dzi 


i 二 1 


DO Oxs Ozx3 Oxi 
Of 0 有 
二 [一 一 一 -jd da 
(2 过) 00 


而 它 所 相应 的 向 量 场 Fa(x) 就 是 
= 
Qo PE (oe OX3 | Ox3 Oz1 : Oz1 
这 样 就 得 到 一 种 由 一 个 向 量 场 Fi(x) 得 出 另 一 个 向 量 场 Fa(x) 如 
它 和 外 微分 相对 应 。 其 基本 算法 就 是 


Ofs sppshn 0fs 0f。 9 
i re 


假如 我 们 把 V 想 成 一 个 以 蓄 为 其 分 量 的 算 子 向 量 ， 亦 即 令 
0 
OZ1 Ox» 073 
则 上 述 运算 就 可 以 表达 成 
Fr >VxF 


而 原先 的 梯度 向 量 
of oj OF 


Ye (gr Ox2’ Ox 


下 


运 莽 
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则 又 可 以 看 做 算 子 向 量 乘 以 函数 f [这 就 是 在 向 量 分 析 (vector analysis) 
中 通用 的 符号 ] 。 
(6) 假如 我 们 把 一 个 可 微 向 量 场 下 (x) 对 应 于 其 相应 的 二 次 形式 ， 即 


F(x) = (fi(X), f2(Xx), Cg) 
和 


二 Adz3s 十 户 (xjdzs A dz1 十 方 (x)dzi A dro 


3 
则 有 = (5 2 
i=1 
所 以 相当 于 外 微分 的 运算 乃 是 由 一 相去 计算 它 的 发 散 量 
(divergence) > 7 | 是 ， 而 它 又 可 以 采用 这 个 算 子 向 量 ， 写 成 


2 一 1 Ox; 


VEF 


在 向 量 分 析 中 通用 之 术语 与 符号 是 
芍 数 了 的 梯度 向 量 grad : Vf 
向 量 场 下 的 发 散 量 div: VY:F 
向 量 场 下 的 涡 旋 量 curl : VxF 


(7) 在 外 微分 中 ， 由 df 三 0 和 它 的 运算 律 田 证 diw 三 0 [其 验证 留 作 习 
题 ] 。 由 此 可 见 ， 上 述 关 于 向 量 场 的 运算 即 有 


VxVf==0, V.VxF=0 


(8) 从 外 微分 形式 来 看 ，d?w 三 0 所 表达 者 乃 是 说 : 一 个 外 微分 形式 万 是 
另外 一 个 低 一 次 的 外 微分 形式 w 的 外 微分 时 ( 亦 即 存在 ww 使 得 旭 二 dw ) 
则 其 本 身 的 外 微分 必然 恒 等 于 零 ， 亦 即 dw = d(dw) 三 0° 例如 当 一 个 一 
次 形式 是 一 个 全 微分 ， 则 必然 有 dW 三 0。 换 名 话说 dW 三 0 乃 是 存在 
w 使 得 如 二 dw 的 必要 条 件 。 由 前 面 对 于 nn 一 2, 二 1 的 情形 之 讨论 ， 
可 见 dO 三 0 是 否 业 已 构成 其 充 要 条 件 乃 是 取决 于 其 定义 域 万 的 某 种 
| 拓扑 性 质 」 (topological property) [例如 DD 是否 有 空洞 |。 再 者 ， 即 使 
在 有 具有 有 限 个 空洞 的 情形 ，d@ 三 0 虽然 并 不 能 保证 它 本 身 是 一 个 全 

旦 是 它 和 全 微分 之 间 只 相差 某 种 非常 简单 的 一 次 微分 形式 的 线 
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性 组 合 (参看 例 (2) 的 讨论 ) 。 所 以 即使 在 一 般 情况 ， 虽 然 dH 三 0 
非 充 分 ， 其 实 已 经 是 : 「 虽 不 中 ， 不 远 矣 0 
现象 赋予 有 系统 的 研究 ， 就 可 反 过 来 得 出 定义 域 的 拓扑 性 质 。 这 就 
微分 拓扑 中 的 上 同调 理论 (cohomology theory)。 


(9) 设 DCR 是 一 个 开 的 实心 山体 (例如 长 方块 或 实心 球 ) 它们 都 可 以 
连续 地 收缩 到 其 中 任 给 一 点 (contractible)， 所 以 都 应 该 看 做 是 那 种 不 含 
有 任何 非 平凡 的 拓扑 结构 者 ， 亦 即 是 拓扑 平凡 者 (topologically trivial)。 
由 此 可 以 想到 ， 对 于 这 样 的 区 域 上 的 外 微分 形式 W, d@ 三 0 应 该 业已 构 
成 它 是 一 个 低 一 次 的 w 的 外 微分 的 充 要 条 件 ， 亦 即 


“4W 三 0 伟 jw 使 得 人 二 dw” 


其 实 ， 上 述 事 实 的 证 明 乃 是 建立 上 面 所 提 及 的 上 同调 理论 的 一 个 基本 引 
里 。| 它 乃 是 对 于 任何 维 数 n 都 成 立 的 。 在 此 先行 证 明 n= 3 的 情形 。|] 


在 n= 二 3 的 情形 ， 只 有 次 数 上 = 二 1 和 = 二 2 是非 平 凡 的 ， 兹 分 别 讨 
论 其 验证 如 下 : 


k= 二 1: 设 w 是 定义 于 上 的 一 阶 连 续 可 微 一 次 微分 形式 而 且 dw = 三 0 
( 恒 等 于 0)。 在 刀 中 任意 取 定 其 基点 O。 令 D 受 为 连结 基点 O 和 站 
中 任 给 一 点 文 的 有 向 直线 段 。 邻 

5 臣 


[ 图 4-18] 
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由 所 设 dw 三 0 和 Stoke’s 定理 
Ux+dx) -Ue = 上 w 三 F(x).: dx 
X,X+dx 
> dU = F(x):dx=w 


k= 二 2: 设 分 是 定义 于 上 的 一 阶 连续 可 微 二 次 微分 形式 而 且 dj 三 0。 
如 [图 4-19] 所 示 ，O 是 DD 中 任意 取 定 的 基点 ，xo = (7z1,72,T3) 是 其 中 


(Z1 十 dz1, 7Z2; 73)， X2 一 (Z1; 72 qz2) Z3)， X3 一 (ZT1, Z2) T3 下 dx) 
X11 = (Ti1, Xo dr2, rT3+ dr3), Xo = (2Z1 十 dzlZ2)73 十 dz3)， 
Xs = (Z1 + dxi1, To + dr2, Ta) 


W = gi(X)dr2 A drs + go(X)drs Mdx1 t+ g3(X)dr1 A 人 dzs 


[图 4-19 ] 
令 
si ! 四 
fi (xo) 和 0 dz AOxox1 
1 
= lim 一 一 4 
户 (xo) Pr A 
1 
fs(xo) Fe lim ee 0 


dz3s 一 0 QZ3 AOxoxs 


3 
es >， fi(Xo) dz 
i=1l 
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一 方面 ， 不 难 验 证 下 述 二 阶 逼 近 : 


w 三 | -一 -一 dzl.dzo 
X0X1X3X2 (中 和 
， W 三 ( 

ODxox2x’ x3 


of 0fs 
要 | 
X0OX3X0OX1 (起 OX1 ) 


[其 验证 留 作 习题 ， 用 微分 均值 定理 。| 


而 另 一 方面 ， 由 所 (XxX) 的 定义 ，dW 三 0 和 Stoke's 定理 即 有 


上 让 5+ | o+ | 5+ 上 
DDxoxlX3X2 人 AOxoxfil AOxixs AOxsx2 人 Ox2Xx0 


Stoke’s 


W 三 03(xojdzi * QZ2 


定理 


XOX1XSX2 


同 理 亦 有 


一 1 WW = gi (Xo)dr2 : dxs 
ODxox2X’ x3 XOX2X’ X3 


w 二 人 W@W = gz(xojqzZ3 .aq21 
DDxox3x0xX1 X0OX3XOX1 


这 也 就 验证 了 四 =adw。 


[ 注 ] : (i) 改 用 向 量 分 析 的 运算 来 表达 ， 则 上 述 引 理 乃 是 : 设 下 是 定义 
于 一 个 开 的 实心 凸 体 上 的 可 微 向 量 场 ， 则 


VxF=0 仿 If 使 得 F= Vf 
VV.F=0 兮 JjV 使 得 F=VxV 


这 是 在 电磁 学 的 场 论 中 极为 重要 的 引 理 。 
(i) 因为 外 微分 运算 是 在 坐标 变换 下 保持 不 变 的 ， 亦 即 


dd (w) = ®B* (dw) 


4.3， 外 微分 和 微 积 分 基本 定理 的 高 维 推 广 99 


由 此 易 见 上 述 引 理 对 于 任何 和 实心 凸 体 可 微 同 胚 (difeomorphic) 的 区 域 
也 当然 成 立 。 


(ii) 不 难 把 上 述 构造 法 和 论证 推广 到 一 般 的 n 和 上 的 情形 。 这 也 就 
是 在 上 同调 理论 中 的 一 个 基本 引 理 一 一 Poincaré Lemma 。 


[接著 让 我 们 来 分 析 一 下 定义 域 DD 并 非 实心 凸 体 的 情形 ， 看 一 看 上 述 引 
理 究 竟 要 作 何 种 修改 ?有 鉴于 非 实 心 凸 体 是 非常 多 种 多 样 的 ， 例 如 一 
个 含有 气泡 的 玻璃 球 ， 一 个 被 虫 星 了 各 种 各 样 的 洞 的 水 果 等 等 。 基 于 
以 简 御 繁 的 方法 论 ， 我 们 应 该 先 从 一 些 既 简单 又 典型 的 实例 著 手 研讨 
问题 的 本 质 。] 


(10) 设 DD 是 一 个 仅仅 含有 一 个 气泡 的 球体 ， 例 如 
万 = {(x1,%2, 73); 7 < tI + 2 + rs < R2} 


在 这 样 的 情形 ， 设 w 是 一 个 dw 三 0 的 一 次 微分 形式 。 则 它 在 任 给 万 中 
的 闭 曲 线 7 上 的 线 积分 依然 恒 等 于 零 。 


fo=0 
7 


其 理由 是 DD 中 的 任 给 闭 曲 线 y 总 是 可 以 有 一 片 曲 面 避 使 得 Y= 0 


(证 明 留 作 习 题 ) 。 所 以 
广 = /wsn 
了 


由 此 可 见 其 线 积分 /ww 仅仅 和 其 端点 有 关 ， 而 且 w 木 身 乃 是 某 一 个 吃 
上 的 二 阶 连续 可 微 函 数 U 的 全 微分 ， 即 w= dU。 所 以 在 这 种 DD 上， 
引 理 对 于 上 二 1 的 情形 依然 成 立 。 


接著 让 我 们 来 看 一 看 上 二 2 的 情形 。 设 w 是 DD 上 一 个 其 外 微分 恒 等 
于 0 的 二 次 微分 形式 ， 即 dw = 二 0。 设 对 是 一 个 定向 的 闭 曲 面 ， 若 其 内 
部 并 不 包 念 万 的 那个 气泡 ， 亦 即 卫 =b00 而 QCD， 则 由 Gauss 定理 


， 即 有 
fo= /=0 
5 Q 
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再 者 ， 若 也 的 内 部 包含 那个 气泡 则 我 们 就 无 法 用 Gauss 定理 去 得 出 
太 w=0。 例 如 84.2.4 习题 (9) 中 所 算得 的 


wo = sin 0d0 和 dp 
(Z1 十 22 十 3) 一 >{Z1d2Z2 Adrzrs 十 Zadza 人 azl 十 ZadZl 人 dzo} 


则 不 难 验证 
f= 
5 
在 这 种 情形 ， 并 非 Gauss 定理 就 变 得 [无 用 武之 地 」 的 了 。 其 实 


但 是 
它 还 是 可 以 用 来 证 明 


大 "人 
D1 22 


对 于 两 个 包含 那个 气泡 于 其 内 部 而 且 都 以 向 外 法 向 量 为 其 定向 的 隐 1, 2 
恒 成 立 (证 明 留 作 习 题 ) 。 


再 者 ， 令 上 述 共 同 值 为 c( 随 ww 而 定之 常数 ) ， 则 二 w 一 和 套 wo 就 


满足 
/3=0 
下 


对 于 任 给 万 中 的 闭 曲 面 恒 成 立 。 所 以 也 可 以 用 类 似 的 构造 法 得 出 一 个 
一 次 微分 形式 wi 使 得 

@ = dw1 
读者 试 自 证 之 。 
【思考 题 】: 如 [图 4-20] 所 示 万 是 一 个 在 2- 轴 邻近 被 虫 星 了 一 个 圆 洞 
的 球形 水 果 ， 亦 即 DD 中 之 点 的 圆柱 坐标 满足 下 述 条 件 ， 即 


D= {7,0,2); +2 <R, ro<r<R} 


试 证 : (i) D 上 任 给 满足 咏 三 0 的 二 次 微分 形式 都 是 另 一 个 一 次 微分 形 
式 的 外 微分 ， 亦 即 存在 wi 使 得 从 二 dw1。 

(i 设 w 是 一 个 万 上 满足 三 0 的 一 次 微分 形式 ， 则 存在 一 个 由 
w 而 定 的 常数 c， 和 适当 的 DD 上 的 可 微 函 数 U， 使 得 w= 二 dU 十 cd0。 
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编 复 语 


本 书 共 分 五 册 ， 分 别 对 于 基础 数学 中 的 : 基础 代数 学 ; 定性 与 定量 
平面 几何 和 立体 几何 基础 论 ; 向 量 几何 、 解 析 几 何 与 球面 几何 ; 单元 
微 积分 和 多 元 微 积 分 做 了 一 人 遍 反 瑛 归真 探 本 究 源 的 研讨 与 建构 。 项 望 
它 能 有 助 于 青年 学 子 们 学 好 基础 数学 ， 并 从 中 获得 启发 与 葛 基 ; 也 项 
望 它 能 有 助 于 正在 教学 育 人 人、 辛勤 耕耘 的 老师 们 ， 把 基础 数学 教 得 更 
加 精简 实用 、 平 实 近 人 、 人 引人入胜 。 这 也 就 是 我 试 著 写 这 样 一 组 讲义 
的 本 意 和 心愿 。 


纵 观 古今 中 外 ， 整 个 人 类 理性 文明 的 发 展 史 中 ， 基 础 数学 一 直 扮 演 
著 核 心 的 角色 。 它 不 但 是 人 类 世代 相 承 ， 对 于 大 自然 由 表 及 里 精益 求 精 
的 认 知 、 研 究 的 基本 工具 ， 它 也 是 整个 自然 科学 在 思想 上 、 在 方法 论 上 
的 先行 者 和 黄 基 者 。 由 此 可 见 ， 学 习 基 础 数学 万 是 一 个 有 智 而 且 有 志 
的 青年 ， 作 为 一 个 人 类 理性 文明 的 继承 者 的 司 蒙 与 芮 基 ， 也 是 把 自己 
培训 、 拙 壮 成 一 个 善于 认识 问题 、 善 于 解决 问题 、 富 有 理性 的 人 的 不 
二 法 门 。 例 如 几何 学 是 当之无愧 的 第 一 科学 ， 它 对 于 我 们 和 宇宙 万 物 
共存 于 其 间 的 空间 ， 其 精简 美妙 的 本 质 精 益 求 精 的 认 知 ， 万 是 理性 文 
明 发 展 中 贯 串 古今 的 重大 篇 章 。 在 第 二 、 三 册 的 研讨 中 ， 读 者 应 该 让 
自己 身 历 其 境地 去 体会 先贤 们 如 中 国 古 代 善 用 面积 的 测量 术 ; Hippasus 
不 可 公 度 性 的 发 现 ，Eudoxus 以 逼近 法 对 于 定量 几何 基础 论 的 重建 与 拓 
展 ，Archimedes 继承 Eudoxus 穷尽 原理 的 妙用 ;圆锥 截 线 的 故事 ， 解 
析 几 何 的 发 明 ， 非 欧 几 何 的 发 现 ， 高 维 匀 股 定理 与 Grassmann 代数 等 
等 ; 它们 乃 是 理性 文明 史 中 ， 引 人 入 胜 、 发 人 深思 的 诗篇 。 


代数 学 的 基本 思想 就 是 善 用 运算 律 去 探讨 各 种 各 样 代 数 问题 的 系统 
解法 。 在 运 昔 律 中 ， 最 具 威 力 者 首 推 分配 律 ; 而 在 各 种 各 样 代数 问题 之 
中 ， 线 性 问题 乃 是 最 为 简单 者 。 在 中 国 古 算 中 的 韩信 点 兵法 ( 亦 即 孙子 
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算法 ， 因 为 它 可 考 的 最 早出 处 是 东汉 的 孙子 算 经 ) ， 业 已 把 如 何 善 用 分 
配 律 去 解决 线性 问题 的 基本 思想 ， 直 截 了 当地 展现 无 遗 。 从 本 书 各 册 的 
研讨 中 ， 可 以 看 到 线性 问题 既 简 单 又 基本 而 且 广 泛 有 用 ， 例 如 第 三 册 中 
所 讨论 的 向 量 几 何 : 将 空间 的 平移 ( 亦 即 位 移 向 量 ) 受 加 组 织 ， 引 入 
自然 的 代数 结构 ( 亦 即 加 法 、 倍 积 、 内 积 和 x- 积 ) 则 空间 的 基本 定理 
(如 相似 三 角形 定理 、 句 股 定理 、 面 积 公 式 、 高 维 句 股 定 理 ) 都 可 以 
转换 成 分 配 律 。 由 此 可 见 ， 欧 氏 空 间 的 几何 结构 可 以 全 面 代数 化 ， 而 
其 所 得 的 向 量 代数 则 是 一 种 线性 代数 (Linear Algebra)。 再 者 ， 微 分 学 
的 基本 思想 乃 是 有 系统 地 运用 局 部 线性 逼近 去 分 析 各 种 各 样 变量 问题 
; 而 微分 和 积分 运算 本 身 又 都 是 线性 运算 。 读 者 不 但 应 该 认识 到 线性 
代数 的 基本 重要 性 和 广泛 可 用 性 ， 而 且 也 应 该 体会 到 解决 各 种 各 样 的 
线性 问题 的 基本 方法 ， 实 乃 中 国 古 算 中 的 韩信 点 兵法 一 以 贯 之 者 也 。 


概括 地 来 说 ， 基 础 代数 学 的 基础 理论 有 二 ， 其 一 是 对 于 一 元 多 项 式 
的 基础 理论 ， 例 如 插值 公式 ， 泰 勒 公式 和 加 转 相 除 求 最 高 公 因 式 等 ; 
其 二 则 是 行列 式 和 线性 方程 组 的 基础 理论 。 而 这 些 基础 理论 的 发 现 与 
论证 的 基本 方法 都 是 归纳 法 ， 亦 即 由 低 次 到 高 次 ， 由 少 元 到 多 元 ， 还 
步 归 纳 地 去 探索 、 研 讨 和 论证 。 总 之 ， 归 纳 法 乃 是 代数 学 治学 的 基本 
方法 ， 而 善 用 分 配 律 则 是 代数 学 的 基本 想法 。 


宇宙 中 各 种 各 样 事物 和 现象 ， 动 态 力 是 其 常态 ， 而 静态 则 仅仅 是 其 
中 极为 少见 的 特例 。 由 此 可 见 ， 若 要 从 这 样 无 穷 无 尽 ， 不 断 变 化 的 万 物 
万 象 中 ， 由 表 及 里 探索 其 中 所 将 含 的 规律 性 ， 当 然 就 需要 有 一 种 善于 
分 析 变 量 问 题 的 数学 。 数 理 分 析 (Mathematical Analysis) 乃 是 我 们 由 表 
及 里 ， 定 量 地 深入 探索 大 自然 的 本 质 的 基本 方法 ; 而 分 析 学 (Analysis) 
也 就 是 如 此 发 展 起 来 的 一 门 数 学 。 本 书 第 四 、 第 五 册 所 研讨 的 单元 、 
多 元 微 积分 则 是 分 析 学 的 基础 理论 。 


当 我 们 要 对 于 某 一 种 变量 问题 运用 数理 分 析 去 探索 其 本 质 
， 分 别 以 变 元 表达 其 中 所 含 的 各 种 变量 ， 以 函数 关系 去 描述 其 各 个 
之 间 的 相互 关联 (interlocking relationship) ; 而 对 于 这 样 一 个 变量 问 习题 的 
数理 分 析 也 就 是 要 对 于 描述 它 的 那些 函数 关系 (functional relations) 做 
系统 的 定量 分 析 。 其 中 最 最 简单 的 情形 就 是 那 种 只 含 两 个 变 元 ， 而 且 
其 一 可 以 表达 成 其 另 一 之 函数 (例如 = f(z)) 。 对 于 这 种 最 简 的 情形 
的 基础 理论 就 是 单元 微 积分 ， 它 是 进而 研讨 一 般 的 多 元 、 多 关系 的 数 
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理 体 系 的 锥 形 和 黄 基 。 在 第 五 册 所 研讨 的 多 元 微 积分 乃 是 以 单元 微 积 
分 所 得 者 为 基础 ， 进 而 推广 拓展 而 成 者 ， 它 才 是 能 够 对 于 一 般 多 元 、 
多 关系 的 变量 问题 作 系 统 数 理 分 析 的 基础 理论 。 其 中 全 微分 和 隐 有 函数 
定理 ， 外 微分 和 Stoke's 定理 尤为 基本 重要 。 


在 数理 分 析 中 ， 通 常 把 所 要 研讨 的 数理 体系 所 含 的 诸多 变 元 看 做 一 
个 点 的 坐标 ， 则 它们 总 体 的 变 域 就 是 坐标 空间 中 的 某 种 子 集 。 隐 六 数 定 
理 的 几何 意义 是 : 由 一 组 可 微 的 部 数 关系 所 描述 的 子 集 ， 在 其 描述 却 数 
的 全 微分 是 线性 无 关 之 点 ( 称 之 为 规则 点 ) 的 邻近 万 是 一 片 (n 一 mm)- 维 
曲面 ， 而 且 可 以 选取 适当 的 (n 一 m) 个 变 元 作为 其 局 部 坐标 系 。 再 者 
， 定 义 在 这 种 子 集 上 (或 某 种 包含 它 的 坐标 空间 的 子 集 之 上 ) 的 函数 
、 外 微分 形式 或 向 量 场 则 是 各 种 各 样 植 根 于 空间 的 解析 事物 (analytic 
objects)。 在 本 册 第 四 章 所 讨论 的 积分 则 是 空间 中 的 几何 事物 和 上 述 解 
析 事 物 之 问 自然 的 相互 作用 所 得 之 值 ， 其 关系 有 如 第 一 册 的 附录 中 所 讨 
论 的 向 量 空 间 和 其 偶 空 间 之 间 的 相互 作用 。 由 此 可 见 ， 多 元 积分 所 描述 
者 ， 乃 是 空间 中 的 几何 事物 ( 即 k- 维 子 集 ) 和 外 微分 形式 这 种 解析 事 
物 之 间 的 自然 对 偶 关 系 ， 而 微 积分 基本 定理 则 可 以 推广 为 广义 Stoke’s 
定理 ! 它 证 明了 解析 的 外 微分 和 几何 的 [ 求 边界 」 两 者 之 间 的 对 偶 性 
。 这 的 确 是 一 种 应 用 广阔 ， 意 义 深远 的 推广 ， 读 者 宜 多 读 多 想 它 几 遍 
， 然后 再 在 它 的 各 种 各 样 的 应 用 之 中 (例如 电磁 学 、 微 分 几何 学 、 微 
分 拓扑 学 等 等 ) 逐步 、 逐 样 地 去 体会 其 用 场 和 意义 。 


项 武义 
二 CGO 三 年 秋 
于 香港 科技 大 学 
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